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1 Funciones de variable real. 2

1. Funciones de variable real.

1.1. La recta real.
Problema 1.1.1 i) Caélculo directo; por ejemplo

a < Vab <= a® < ab <= a < b.

+2ab <=0 < a® +b* —2ab <= 0 < (a — b)? < a #b.

a a+k

b btk
Hemos usado la hipétesis sobre los signos de a, b y k; algunas de las operaciones anteriores son
falsas con otro signo.

i)

<~ a(b+k)<bla+k) <= ak < bk <= a<b.

la+b| = |a| + |b| <= a* + b + 2ab = a® + b? + 2|a| |b] <= ab = |ab| <= ab > 0.

ii1) Por la desigualdad triangular, |a| = |a — b+ b| < |a — b| + |b|, por lo que |a — b| > |a| — |b];
por la misma razén, |a — b| > |b| — |a].

Cagytle—y [ T S x>y ey ot
i) T 9 T )Y rty—=xz+y S8 z<y v) f(z) = max{z,0} = 5
— <y.

Problema 1.1.2 i) n? —n =n(n — 1). Uno de los dos factores es par.
ii) n3 —n =n(n+1)(n —1). Al menos uno de los factores es par, y uno es miltiplo de tres.
iii) n2 —1= (n+1)(n—1). Los dos factores son pares, pero ademds, uno es miltiplo de 4.

n+1 n
1 1 2
Problema 1.1.3 1) Zj:n+1+zj:n+1+n(n2+ ) _ (n+ )2(n+ ).
Jj=1 j=1
n+1
1)(2n + 1 1 2)(2n + 3
ZJ (n+1) +Zy (n+1)2 4 U0F )6( ntl) _ (ot )(”J; )(2n+3)
n+1 +1_1 n+2_1

r
1i1) g rd =t 4 g rd =t 4 =
r—1 r—1

Problema 1.1.4 i) Sil0"—1= 9k entonces 107! — 1 = 10"t — 10" 410" — 1 = 9(10"™ + k).
N N

i) Si Za] = 9m, entonces n = Za] 107 = 9m+z (107 — 1)a; = 9( m+Zm]a] pues
) Jj=0 j=0 j=1 7j=1
107 — 1 = 9m,; por el apartado anterior.

Problema 1.1.5 Sean = z%r, donde r no contiene ningiin factor cuadrado. Si existen p, ¢ € Z,
con m.c.d(p,q) = 1, tales que p?/q> = n, se tiene p? = 22¢°r, que implica p = kr para algin
ke Z. Asi, k*>r? = 22¢%r, que implica ¢ = mr para algiin m € Z. Finalmente m.c.d(p, q) > 7.
Problema 1.1.6 i) A={-8<z-3<8}=[-511]. i) B=(3/2,2)U(2,5/2).
i) C ={(r—2)(x—3) >0} =(—00,2]U[3,00). iv) D = (—00,—3)U(0,5).
x+4
vV E={———=>0}=(-7,-4)U(-1,00).
VE={ i n s > 0 = (T U(-Leo)
vi) F={a2?>4,2>0}U{2?<4,2<0}=(-2,0)U(2,00).
vii) G = [~1,1/2). viid) H = (1—+v/2,1)U (1,1 4+2). iz) [ = {3, —4}.
z) J ={r—-1+zr-2>L x>, z2>2}u{z—-1+2-z>1,2>1, <2}
Wl-z+z—-2>1z<l,z>2}U{l—-zs+2—-2x>1, <1, x<2}
={z>2}UQUdU{xr<1}=(—00,1)U(2,00).
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Problema 1.1.7 i) A= {a, ‘%b b). ii) B = (a,b). iii) C = (—o0,a). iv) D = (b, o).

Problema 1.1.8

i) supA =3, inf A=min A = —1, no hay maximo.

i) supB=méxB =3, inf B=min B = —1.

ii1) sup C' = maxC = 3, inf C' = 2, no hay minimo.
iv) inf D = min D = 2, no hay méaximo ni supremo.
v) supE =mixE =3, inf E=minFE =1/3.

vi) sup F' =d, inf F = a, no hay maximo ni minimo.
vii) supG = méx G = 7/10, inf G = 0, no hay minimo.
viit) sup H = max H = 2, inf H = —1, no hay minimo.

Problema 1.1.9 ) El interior de una banda. i) La regién acotada entre una parabola y
una recta. i7i) Infinitas rectas paralelas. iv) Un rombo. v) El interior de un circulo. vi) Dos
rectas secantes. vii) El interior de dos cuartos de elipse, incluyendo el borde. wviii) El interior
de medio anillo, incluyendo el borde inferior y la semicircunferencia menor.

i) i) iit) iv)
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Problema 1.1.10 Los vectores directores son (1,m) y (1,n). Son ortogonales si su producto
escalar es nulo, 1 + mn = 0.

b
Problema 1.1.11 i) P ={z=0}n{y= g(a: +b)} = (0, a—).
c c
2c c a—b c

T’ §> uz) a=bc= a\/g, es decir,

W) Pp={y=c——atn{y= (z+0)} = (

el tridngulo es equilatero.

a+ 2b

Problema 1.1.12 i) 2%+ (22 —1/4)? = (22 - \)? = A= —-1/4.

1
i) (I*a)2+(?/*b)2:(y*)\)2:>y=ozx2+ﬂx+7mna=mvﬁ=)\a_b,
IS
T TN
z? y?
Problema 1.1.13 1) \/(x —o? +y*+ \/(37 +c)2+y?=2a=> — + —5——5 =1, una elipse.
a a® — cC

.CCQ 2

.. Yy < s
ii) /(x—c)2+y2—/(z—c)2+y a= 5= 5 3 una hipérbola
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1.2. Funciones elementales.

Problema 1.2.1 i) IR — {2, 3}. i) {1, 1}. 4ii) [-1,1/v/2) U (1/v2,1].
iv) {V3<|z| <2} v) (0,e)U(e,00). vi) (0,1). wii) (0,1)U(1,5]. viii) [1/e,e].

Problema 1.2.2 i) f+gesimpar, fgespary fog esimpar. Por ejemplo, para la composicién,
fog(=z) = f(g(=2)) = f(—g(x)) = = f(g(x)) = = f o g().

i) f+ g no es nada, fg es impar y f o g es par. Por ejemplo, para el producto, f(—xz)g(—x) =

f(@)(=g(x)) = = f(z)g(x).

Problema 1.2.3 Pares iii) y iv); impares i) y vi). Para la dltima observa que

1
log(vV a2+ 1+ z) =log (27> = —log(vVa?+1—uz).
x x

F1-
ax+b b
Problema 1.2.4 %d =2 = a = —d con a®+bc # 0 (pues si no el denominador es cero,
cx+d

o0 lo que es lo mismo, la funcién es constante y resulta imposible la conclusién), 6 a = d, b = ¢ = 0.

r1+3  wa+3

1+2x 1+ 22 ;

22179 + 3 + 621, es decir, 1 = xo. La imagen es IR — {1/2} pues f~1(y) = ly _2 est4 definida
-2y

para todo y # 1/2.

implica 1 + 2x122 + 3 + 629 = T2 +

Problema 1.2.5 Es inyectiva pues

Problema 1.2.6 i) a) Inyectiva, pues 7o1 — 4 = Tzo — 4 = 1 = 29; la inversa es f~1(y) =

4
y—; . b) No inyectiva, f(z) = f(xz+27/7). ¢) Inyectiva, f~*(y) = (y —2)'/3 — 1. d) Inyectiva,

“Ly) = 2. e) No inyectiva, f(0) = f(3). f) No inyectiva, f(3) = f(1/3). g) Inyectiva,

(
1(y) Iogy h) Inyectiva, f~'(y) = eV — 1.

) f(z1) = f(x2) implica x1 + x2 = 3, que es imposible si z1, za2 > 3/2.
iii)  f(x1) = f(xo) implica z129 = 1, que es imposible si z1, x5 > 1. f71(v/2/3) = V2.
iii) a) Biyectiva. b) No sobreyectiva: Imagen(f) = [-1,1]. ¢) Biyectiva. d) No sobreyectiva:
Imagen(f) = IR — {1}. e) No sobreyectiva: Imagen(f) = [-1/4,00). f) No sobreyectiva:
Imagen(f) =[—1/2,1/2]. g) No sobreyectiva: Imagen(f) = (0,00). h) Biyectiva.

Problema 1.2.7 A(senxzcosB +senBcosz) = asenx + bcosz = Acos B = a, AsenB = b

A=+a?>+1b% B=arctg(b/a).

1.1
1yl 1 1
Problema 1.2.8 i) tgz = —2 il 31 =1, asi que =z = Z+ kw. Como arctg§ y arctgg
1.1
pertenecen ambos a (0, 2) se tiene que z € (0, 5), por lo que x = Z
243
i) tgr= 0 = lma=—" 4k
i) tgx =T—3.3~ = 4+ ; )
T T
tg 2, t = —.
arctg arcg3€(4 2):>x6(2 T) = 1
1 1/5+1/8
277 -1/40 .7 )
iit) tgw——lil.l/g)ﬂ/s =1= 2= +km
2 " 1-1/40
1 3
arctgg, arctgg, arctggE(O,%)ixe(o,f)éx—%.
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Problema 1.2.9 Hay que tener cuidado con el signo.

i) arccosz € [0, 7] = sen(arccosz) > 0 = sen(arccosz) = V1 — z2.
i1) arcsenx € [—7m/2,m/2] = cos(arcsenz) > 0 =

sen(2arcsenx) = 2sen(arcsen x) cos(arcsenx) = 2zv1 — 2.

sen(arccosz) V1 —x?

ii1) Por el primer apartado, tg(arccosx) =

cos(arccosz) w
2
iv) sen(2arctgxr) = 2tg(arctgr) cos?®(arctgx) = %
x

2r \? 2 1\?
v) cos?(2arctgz) =1 — <332_T_1> = (ng> ; para saber el signo al tomar la raiz, obser-

1— 22

vamos que |z| < 1 = 2arctgx € [-7/2,7/2] = cos(2arctgz) > 0 = cos(2arctgz) = 5.2
T

2

andlogamente cos(2arctgz) < 0 para |z| > 1, es decir, cos(2arctgz) = en todos los

1+ 22

e4 log 4

casos. 1) ="

Problema 1.2.10 3% = (32)* = 3zlogz = xlog(3z) = 2logx = log3 = = = /3, y = 3V/3.

Problema 1.2.11 i) Traslacién vertical. i) Traslacién horizontal. iii) Dilatacién o
contraccién horizontal. iv) Inversién en el eje horizontal. v) Reemplazar la parte {x < 0} por
la simétrica respecto del eje vertical de la parte {x > 0}.

y=senz+0.5 y=sen (1+0.)

y=sens 1.5

y=sen (2z) y=sen (/z) y=sen (z)
1
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vi) Simetria respecto del eje horizontal de la parte negativa de la funcién. wvii) Inversién en
el eje vertical. viii) Parte positiva.

y=lsnz y=1fsenzs y = max{sen z,0}
1 1
1
/
2 - T g o - 2 21 -7 T pid
-1
1 1
Problema 1.2.12
i) i) i)
4 \ 10
15
3
15 5
2 25
. 1
32 T
0.5
-4 »\»_2/1 1
-1 1 1 2 3 4
iv v) vi)
1
1
1
P o2 6 5 -4 -3 -2 -1 1
vid) iz)
1
vii)
12
13
1/
3 2 1 1 2 3 a1 1 2 1 1 2
1) i) i
. 2
0.1
1
1 1 2 3 & 5
3 -2 \-1 1/ 2 3 ﬂ
1 1 LT
2
2 -0.1
-3
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Problema 1.2.13

senhz, coshz
i) senhz es impar y coshx es par; por ejemplo 15
—X __ AT 10
senh(—x) = % = —senh(z). 5
1 4 -2 2 4
ii) a) Z(e% +e X 42)— L pe_2)=1 5
1 10
b) 2 i(ex —e?) %(ex +e7) = %(623: e—2m) "

1
ii1) = = senh(y) = §(ey —e Y); poniendo t =e¥ > 0setienet—1/t=2r=>t=x+vVa’+1=
t=x4 V22 + 1= senh 'z = log(z + V22 + 1).
Problema 1.2.14 i) Media circunferencia. i) Una semirrecta. #ii) Una circunferencia.

iv) Una espiral. v) Una espiral. vi) Una semirrecta. wvii) Una cardioide. wviii) Una
lemniscata. ix) Una rosa de cuatro pétalos. x) Una rosa de tres pétalos.

iid)

w

23.14 001 /1

0.5
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Problema 1.2.15 ) El interior de un anillo. i) Un sector angular. i) El interior de un
arco de espiral. v) Un tridngulo.

i) i)

o ar
o i

1.3. Limites de funciones.
Problema 1.3.1 i) Sié =min{l,e/5} y 0 < |z — 2| <4, entonces |z + 2| < 5, por lo que
2% — 4| = |z +2||z — 2| <55 <e.
i) Sea € = 1. Dado cualquier § > 0, tomamos x = 3 — §/2 y se tiene f(z) < 14, por lo que
lz—3|=6/2<d vy |f(z)—16]>2>¢.

| <]
_ z|.
1+sen2z' —

iv) Sid=min{9,3c} y 0 < |z —9| < J, entonces x > 0 (y la raiz estd definida) y |/ + 3| > 3,
por lo que

iii) Basta tomar § = £ pues |

IVz—3|= L < §/3<e.

Problema 1.3.2 i) Por Ruffini,

.oz —a"
lim
r—=a T — aQ

n
= lim g bk = pan
r—a
k=1

o por el binomio de Newton,

" —a" (a+h)"—a” -

, , , n _ _ _
lim =lim—F—— = 1lim a"Fpkl = penl
g—a T —a  h—0 h h=0 £~ k

El factor comun es (z —a). 7) Multiplicando por el conjugado (v/x ++/a), o escribiendo y = /x

y aplicando el limite anterior, L = ——. El factor comtn es (y/z —/a). iii) Poniendo z = /6

2/a

. 238 . 2242244
L = lim =lim —+— =
25222 — 4 252 z+ 2

se tiene

3.

El factor comin es (z'/% —2). iv) Multiplicando por el conjugado, L = 1/2. El factor comiin

es 22, v) Por el binomio de Newton

-1
El factor comun es h. vi) L = lim Ve = 1/2. El factor comun es (y/x — 1).

z—1 T —
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. . sen2x3\2 i .o .
Problema 1.3.3 i) L = 4( IIH(I) T) = 4. i) Multiplicando por el conjugado, L =
r— T
2 sen x?
5 +2
im 2%# = 1/2. 4ii) L = lim £ —— = 2. 4v) Desarrollando el seno de la
a—0 22(1 + cos x) e

suma, L = cosa. v) Poniendo y = log(1 + z), L = lim
y—=0e¥ — 1
exponencial y el limite anterior, L = e. wvii) Multiplicando y dividiendo por —2z, L = —2.
viii) Escribiéndolo en forma exponencial y multiplicando y dividiendo el exponente por sen z,

2senx 9 . .
) = e”. iz) Sacando factor comin e

x
senx x
=z - L=1 z) L=1/2. zi) L= 1f —1))=el.
L ?) /2. =) eXp(xlg(l)senx—x(sen:c ) =e
) =e Y2 ziii) Poniendoy=x —m, L =1/8.
x

e;rloga —141— eaclogb

= 1. wvi) Utilizando la forma

sen x

L = e?, o también L = exp(lim y poniendo
z—0

cosz — 1
xii) L = exp(h’r% L8 T 2
z—

xiv) L = il_r)r%) . = log(a/b).
1
Problema 1.3.4 i) Dividiendo numerador y denominador por 23, L = ———. i) Dividiendo

V2

— 0. 4i7) Dividiendo numerador y

3
. sen x
numerador y denominador por x, L = 1/5, pues

denominador por v/z, L = 1. ) Multiplicando por el conjugado, L =2. v) L =1.
vi) L=0. vii) L =1/2. viii) Observando que Va2 = |z| = —zsixz <0, L = —1/2.

1\ [ 1\ 11
Problema 1.3.5 i) L = 1 pues (;) =1s10<t<1 ) L =0 pues (;) =1 si

1-— 1—
1<t<0. dil) L=cc. w) L=0. v) L=1lim ——~ =—1. vi) L= lim —— =1
z—oo 1 4+ o =0+t 1+
13v/4z2 -3 13v/4z? -3
v17) L:exp( lim i ):613. viii) L:exp( lim v )ze*13.
T—00 2¢ — 6 T——00 20 — 6

1 1
Problema 1.3.6 i) b=2a. ii) lim log ($> =0, lim 10g< og T ) = —loga.
T—00 log o 4 log x T—00 alogx

Problema 1.3.7 i) Por el lema del sandwich, pues |f(z)senl/z| < |f(x)|. it) L = 0 por el

< |x|.

X
lema del sandwich, ’7(
ema del sandwic pues 2 + sen 1/{[; <

1.4. Continuidad

Problema 1.4.1 i) Dado ¢ > 0, existe 6; > 0 tal que si |z — f(a)| < d1, se tiene |g(x) —
g(f(a))| < e, y asu vez existe o > 0 tal que si |x — a| < d9, se tiene |f(x) — f(a)| < 1. Por
tanto, si |z — a| < d2, se tiene |g(f(z)) — g(f(a))| <e.

i1) Aplicando el apartado anterior con la funcién h(z) = |z|, que es continua. El reciproco no
1 sixz>0

-1 siz<0

iii) Si es continua y toma dos valores distintos debe tomar todos los valores intermedios. Pero
entre dos nimeros racionales existen infinitos niimeros irracionales. Por tanto la funcién debe
ser constante.

es cierto, por ejemplo con la funcién f(x) = sign(z) = {

Problema 1.4.2 Si A = 0 obviamente la funcién es continua, pues es constante b(x) = 1. Si
A # 0 las raices del denominador son 14+ 4/1 — 1/\. i) Para que el denominador no se anule en
IR las raices no deben ser reales, es decir el conjunto pedido es D = {0 < A < 1}. i) Para que
las raices no pertenezcan al intervalo [0, 1], se debe tener A < 0, que anadido al conjunto donde
no hay raices, se obtiene D = {\ < 1}.
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_{}a

Problema 1.4.3 Todas son continuas en su dominio. D(f) = R — {2, 6}, D(g) =
L], D(m) =

D(h)le—{3:L‘—|—2:§+k7r,kEZ},D(j):( ,2] U [3,00), D(k) = [—
(3/8,00).

Problema 1.4.4 ) Continua en IR — Z, pues en cada a € Z tiene un salto unidad.
1) Continua en IR, pues el limite en a = 0 es cero, y el resto de puntos no da problemas.

ii1) Continua en IR — {g +km, k=0, 1,---}, pues los limites laterales en cero coinciden y son
cero, y sélo hay qu tener en cuenta las discontinuidades positivas de la funcién tangente.

iv) Continua sélo en a = 0: si a # 0, la funcién oscila entre los valores —a y a; si a = 0, el limite
es cero por el lema del sandwich, —|z| < f(z) < |z|.

Problema 1.4.5 i) Aplicar el teorema de Bolzano a la funcién g(z) = f(z) — z en [0,1]: es
continua y cambia de signo.
i1) Aplicar el teorema de Bolzano a la funcién h(z) = f(x) — g(x) en [a, b].



