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2 Ciélculo diferencial de una variable. 2

2. Calculo diferencial de una variable.

2.1. Derivabilidad.

Problema 2.1.1 i) h/(z) = f@)f'(z) + g(z)g ()
(e)9(x) — F(2)g'(@) f2(z) + g%(x)

. / _ r)glx)—Jjlx)g (T

ZZ) h ($) - f2(x) +gz(x)

i) 1(@) = [7/(9())g' @) + Flg(@)) (x)] S
iv) h(z) = g'(z)s

o@ysen(f@)
o) W) = ()"l (o) o (@) + LT,
o) W = @)+ () )]

2

Problema 2.1.2 i) Por ejemplo, para 1 < |z| < 2, podemos tomar f(z) =2 — |z|.
ii) Por ejemplo, para 1 < x < 2, podemos tomar f(z) = 223 — 922 4 12z — 4, y su simétrica
par en —2 < x < —1. Otra més facil serfa f(z) = sen?(rz/2) en 1 < |z| < 2.

Problema 2.1.3 Es inmediato. Por ejemplo

_ / _
et —e™* e +e*
2

(senhz) = <

Problema 2.1.4 Es inmediato. Por ejemplo
i) zf' —f— f>—x% = x(tgm+x(1 + tg? x)) —rtgr — (ztgz)? — 22 =0.

Problema 2.1.5 La derivada de las tres funciones es cero en su dominio, por lo que deben ser
constantes en cada intervalo del mismo. Por ejemplo

1, 1 —1/2? 1 1

. to LY — — =0.
(arcga:+arch) 1+ 22 1+(1/x)2 1+22 2241

i) En z =1 se tiene arctgl + arctg1l = /2 (también se podria tomar el limite para z — 07,
0 para T — 00).

i7) En x = 0 se tiene arctgl + arctg0 = 7 /4.

#i1) En x =1 se tiene 2arctg1 4 arcsenl = .

Obsérvese, por ejemplo, que la primera funcion es impar, por lo que vale —g para x < 0, y no

es continua en x = 0.
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Problema 2.1.6

2
ax® =logx B -
2ax = 1/x ,da x = /e, a = 1/2e, y la recta

x 1 Ve
tangente es y = — —

Ve 2

El sistema {

Problema 2.1.7

En los puntos donde se anula el seno,
T o r = kﬂ', k cZ.

Problema 2.1.8

1 1
lim —— =0, lim —— =
h—0+ 1+ el/h h—0— 1 + el/h

El dngulo que forman las tangentes es entonces
arctgl = m/4.

Problema 2.1.9 ) Es continua y derivable en todo IR.

i1) Si se puede aplicar el teorema del valor medio en [0, 2]:

f(2) - f(0)

=12 =10

| —c sic<1,
Tl -1/ sie>1.

Se tienen los dos valores c=1/2 <1y c=+2> 1.

12 1 V2 2

Problema 2.1.10 Es continua en [—2, —1], que proviene de {z +2 > 0} ({—1 <z +2 < 1},
arc cos(z + 2) Va+2

2r+2 I (z+2)2

anulan respectivamente en z = —2 y en x = —1.

y derivable en (—2,—1), pues f'(x) = , v los denominadores se

2

Problema 2.1.11 f es derivable si y sélo si la ecuaciéon az” — 2 + 3 = 0 no tiene dos raices

1
distintas; usando el discriminante la condicion es 1 — 12a < 0, es decir a > TR

Problema 2.1.12 f no es derivable en z = 0.

Problema 2.1.13 Si ¢ < 0 la funcién se reduce a f(x) = |z|~!, que no es continua en z = 0.

1 1
Para ¢ > 0, como f es simétrica basta estudiar = = ¢, donde se obtiene a + bc? = =, 2bc = ——
c

27
c
S 3 b 1
ue implicaa = —, b= ———.
d P 2¢’ 2c3
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Problema 2.1.14 Sea f(z) = 2?/3. Aplicando el TVM en [26, 27] se tiene

2723 —26*% 2 4

T gx_ , para algin z € (26,27) C (8,27),
79

1 78
, v finalmente g < 26%/3 < 9

2
que implica 9 — 26%/% € (§ , g)

N |

1
Si definimos ahora g(z) = logz y aplicamos el TVM en [1,3/2], obtenemos 3< log(3/2) <

Problema 2.1.15 Los limites de 1.3.2 son inmediatos por L’Hopital; por ejemplo

1/2
iii) L= lim 1/ _
o—64 1/(322/3)
En algunos limites de 1.3.3 serd necesario primero realizar alguna operacién para escribirlo
como un cociente. Por ejemplo en vi), viii), xi) y xii) escribirlo en forma exponencial. Si hay
que aplicar la regla de L’Hopital méas de una vez, procura simplificar al maximo antes de volver
a derivar. Por ejemplo

i) L=l 1222 sen 223 cos 223 o g 5P 23 — o lim M 4
z—0 61‘5 z—0 $3 z—0 3332

Problema 2.1.16 i) Derivando dos veces, L =1/2. ii) L =1.

log(z — 1 1/(z—1 log” 21
i) L= 1im 8= /(x—Z):' 98 T _ _im 28T .
z—1+ 1/ IOgCC z—1 —1/(x ]og x) z—=11—2x z—1 X
. . logx N .
iv) L = exp( lim ) =1. v) Pongamos z + 1 =t para simplificar las derivadas:
T—00 I
Lt =24t -1 ., tilogt+1)—2t+1  ti(logt+1)2+#1 -2
L =llm——— =1lim = lim
t—>1 (t—1)3 t—1 3(t—1)2 t—1 6(t—1)

1
= & lim <t2(logt +1)3 + 2t Ylogt + 1)+t (logt + (t — 1)/t) =1/2.
—

vi) Poniendo t =1/x, L = 1.

1 T
Problema 2.1.17 i) L = lim f( v ) —0.4) L=0. i) L=1/2.

z—oox \x — 1
222 4+ 3z — 2 5 2xrsenzx
) L — it 3z — 1. L= lm 22272 2 VL = lfm =227 gy
w) exp(zlg% Zarcsens) v) 1311}2 COS TTx T vi) 250 1 — coS T
1—4x
vit) L= lim (W22 +1 — V22 + 42) = lim =—2 viii) L =e.
) x—)oo( ) T—00 \/x2_|_1_|_\/$2_|_433 )
h h
Problema 2.1.18 Como lim @ =1, se tiene h(0) = lim h(x) = lim hi@) =0. Asi, '(0) =
z—0 X z—0 z—0 X
b oy M) | ol
lim = 0. Finalmente, A”(0) = lim . Pero aplicando la regla de L’Hopital, se tiene
z—0 T , x—0 X
h h
1= lim @ = lim (x), por lo que h”(0) = 2.
x—0 T x—0 xX

Problema 2.1.19

,ae®® —e% —1 ., a‘e
L=lm ———— =1im = ,
z—0 2x z—0 2 2

pero para que tenga sentido la segunda aplicacion de la regla de L’Hopital, se debe tener
h’nb (ae™ —e® —1) =0 (en caso contrario el limite no existe), que implica a =2 y asi L = 3/2.
T—
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Problema 2.1.20

, L +nYi—e 1/t< 1 10g(1+t))_
) L=l =m0 a5 2 -
:eh,mt—(l—l—t)log(l—{—t) :elim_IOg(1+t) __e

t—0 t2 t—0 2t 2
Trx 1 T
i) L = lim {M} —exp[h'm x(Hl/m)—lﬂ -
T—»00 e T—00 (S

— exp [1 tim o ((1+1/2)" —e)] — exp [i <_§)] _ 2

e T—00

utilizando el limite anterior.

21/1 1 1/z 2t 4+ 18t — 9
ii1) L =exp [Hm x(%g - 1) = exp [h’m _'—8}

T—00 t—0 2t
[log 2 + log 18}
= exp - 6.

De hecho es un caso particular del siguiente, L = /2 - 18 = 6.

P

i RN Zl @~ p

. _ . - ! €T o — 3 Z:i

iw) L =exp xlgrolo x (p Z; a 1)] exp }1_{% v
L 1=
o1&, 1< Po\/p

= exp h’mfZai logai] = exp[fZlogal} = (Hai> ,

I et P i=1

la media geométrica de los términos a;.

Problema 2.1.21 i) f(0) =0 para que exista el limite dado.
3

@ 0 =lin S i L5

e (fof)R2r) o (f(f(22)) f(2x) 3z

i) ilg%) f=1(3z) _:llg(lJ f(2z) 2z f~1(3x)

125
12

2_
==

Problema 2.1.22 Primero observamos que si f es continua entonces f’ también lo es, pues
f'=ef(2+tgx). Y la inversa g también es continua. Se tiene

FO) =1, g0)=f"1)=0, f(0)=limf'(x) =2/ = 2.

Ademés, como f'(0) # 0, se tiene que el siguiente limite existe

1 1
’ / R P
limg'(x) = lim =y ~ %
Ahora, aplicando L’Hopital:
r _ p—Senx X —Ssenx
L=lm &= =gy & 7€ = de.
z—0 g(x) z—0 g'(x)

Si no queremos aplicar L’Hoépital, se puede descomponer el limite,

 e% —gTsenw | eT —emsemT
L=1lm—F——=1im lim .
=0 g(x) z—0 x 2—0 g(x)

x

El primer limite es 2; para el segundo:

lim v lim M —
x—0 g(m) z—0 z
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Problema 2.1.23 i) Aplicando el teorema de Rolle entre cada par de raices de f vemos que
f debe tener como minimo el nimero de raices de f menos una.
1) Aplicar el resultado anterior a las derivadas sucesivas de f.

Problema 2.1.24 Aplicando los teoremas de Bolzano y de Rolle, vemos que las ecuaciones

i), i), 1v) y v) tienen una raiz, mientras que la ecuacién iii) tiene dos y la ecuacién vi) ninguna.

Una vez sepamos dibujar graficas de funciones, el problema serd mucho mas facil de resolver.

i) f(x) = 27 + 42 — 3 verifica lim f(x) = —o0, lim f(x) = oo, por lo que tiene al menos

T——00 T—r00

una raiz; si tuviese mas de una, la derivada deberia anularse en algin punto intermedio, pero

f'(x) = 7Tx* + 4 # 0 para todo = € IR.

ii) f(x) = 2° — bz + 6 verifica lim f(z) = —oco, lim f(x) = oo, f(—1) > 0, f(1) > 0, y
Tr——00 T—00

f'(x) = 5(z* — 1) = 0 & o = £1; por tanto existe una rafz en (—oo, —1), ninguna en [1,00),

y tampoco puede haberla en [—1, 1] pues implicaria que la derivada se anularia en algin punto

intermedio.

iii)  f(zr) = x* — 423 — 1 verifica lim f(z) = lim f(z) = oo, f(0) < 0, f(3) < 0, y

T—>—00 T—00
fl(x) = 42%(x —3) = 0 & x = 0 6 * = 3; por tanto existe una raiz en (—oo,0), otra en
(3,00) y ninguna en [0, 3].

iv) f(z) =senz — 2z + 1 verifica f(0) >0, f(7) <0y f'(x) = cosx — 2 # 0 para todo z € IR;
por tanto existe una unica raiz, que esté en (0, 7).

v) f(z) = 2" — 2 verifica f(1) <0, f(2) >0y f'(z) = z*(logx + 1) # 0 para todo = > 1; por
tanto existe una unica raiz, que estd en (1,2).

vi) f(x) = 2% + logx verifica f(1) > 0,y f'(z) = 2z + 1/x > 0 para todo = > 1; por tanto no
existe ninguna raiz.

iv) ) vi)
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2.2. Extremos de funciones.

Problema 2.2.1

i) f es continua en IR y derivable en IR — {4}.

1) Maéaximo local en z = 3, minimos locales y absolutos
enz=0,z=4.

iii) f es creciente en [0,1], con f(0) = —1, f(1) =2.

Problema 2.2.2 Minimizar el drea lateral A(r, h) = 27724 27rh con la restricciéon de volumen
V

fijo V = mr?h. Es decir, minimizar f(r) = 27 (r?+—) parar € (0,00). Se obtiene r = (V/2m)/3,
mr

h = 2r.

Problema 2.2.3
Dado un punto en el primer cuadrante P = (z,y), L
maximizar el drea A(x,y) = 4xy con la restriccién de que el
punto pertenezca a la elipse (z/a)? + (y/b)? = 1. Es decir, 5 3 —
4b
maximizar f(x) = 2 S =22 para x € [0, a]. Se obtiene ,
a
a b
r=—,y=—,y area A = 2ab.
vl

Problema 2.2.4 Dado un punto en el primer cuadrante P = (x¢, o) sobre la pardbola y =
6 — 22, la recta tangente a la misma que pasa por P es y = 6+ x% — 2zgzx. El area del tridngulo

1
que forma ésta con los ejes es A(zg) = — (23 + 6)2. Minimizar esta funcién para zq € (0, /6]

41‘0
da 2o = V2, con drea A = 8/2.

Problema 2.2.5

Dado un punto en el primer cuadrante P = (z,y) sobre

la circunferencia (x — 1)? + y? = 1, el 4rea a minimizar es 0s
1 1

Alx,y) = STy = §x\/2x — 22, para x € [0, 2].

Se obtiene z = 3/2.

-0.5

-1

rot+a yo+p
g g

i) Minimizar la longitud f(a) = \/(xo +a)? + (yo + M)2, para o > 0, nos da a = (zgy3)"/>.
a

Problema 2.2.6 Por simetria de triangulos, se tiene

i4) Minimizar la suma de longitudes g(«) = xo—l—a—i-yo—i-M, para a > 0, nos da a = (zgyo)'/?.
o'
i41) Minimizar el drea h(a) = §(xo + a)(yo + M) para o > 0 nos da a = xg.
a

Problema 2.2.7 i) Sea a > 1 fijo y sea la funcién, para x > —1, f(z) = (1 + 2)* — 1 — ax.
Como z = 0 es un minimo absoluto de f en [—1, 00), se tiene f(x) > f(0) = 0 para todo z > —1.
1) Sea g(x) = e —1—x. Como z = 0 es un minimo absoluto de g, se tiene que g(x) > g(0) =0
para todo x € IR.
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iii) Sea h(x) = log(l + x) — % Como z = 0 es un minimo absoluto de h, se tiene que
x

h(z) > h(0) = 0 para todo x > —1. Ademds, por el apartado ii) se tiene e* > x + 1, que implica

x > log(x +1).

1
Problema 2.2.8 i) Sea f(x) = 98T Como z = e es un méximo absoluto, se tiene f(z) <
T

1
f(e) = =, para todo > 0, x # ¢;
e
log
x

. 1 . .
1) Como < —, para todo x > 0, x # e, se tiene (e logx) < x, es decir, x° < e*.
e

Problema 2.2.9

Sea f(x) = 22°/3 + 52%/3. Se tiene f'(z) = 13—0(35 + 1)z~ /3,

Asi, no existe f/(0), mientras que f'(—1) = 0. Comparando

los valores f(0) =0, f(—=1) =3, f(=2) =2%3, f(1) =7, se s
tiene maximo en x = 1, minimo en x = 0. /\1<

-2 -1 1

2.3. Representacion grafica.

Problema 2.3.1 Sea h= fogcon f' >0, f/ >0, ¢g"” > 0. Se tiene entonces

W'(z) = f"(9(x)) (¢' () + f'((9(2)) ¢" (z) > 0.
Problema 2.3.2

y=1+logle’ -1 y=1ol +loge’ - 1 y=Io+logls* - 1]

2

Problema 2.3.3

y =esen, ¢ < 0 y=e"senz, >0 y=vrr-1-1

A A
1
i 4 T I
~bm —4n —n . T \/6 b
-4 -2 \ / 2 4
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y=a%
3
2
1
-4 2
_ T
Y=g
6
4
2
2 3 4 5 6
-2
-4
-6
el&l
y=15 >0
100
0.5 (/rsd
-100

y = 2senz + cos 2z

y_wel/r
10
8
6
4
2
yf 1 2 3
-2
-4
2 Lz
y= ('~ 1)log s
1
F1
-1
1/z
y=15 <0
0.25
12 -8 4
y=-~
Ji‘r(rl)
6
3
-2 -1 1 2 3 4
-3
_6{\
y=yls-4
1
2 2 4 6 8 10

Y=1e
1
0.5
-6 2 2 4

y=(e-2a
4
2
2 1 2 4
-2
-4
_ -l
y_.:hrl
1
2 2
-1
y=logl(z - 1)(z-2)
L2 T 2 5
_ x-2
Y=g
0.5
-10 10
-0.5
-1
_ e
VY=o
0
15
10
5
1 3
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y=¢'senz y=a%en(1/z), o pequeiio y=a%en(l/z), v grande

0.2

ﬂ \/Zé\ C 0.2 [\l\lﬂww\jﬂv 0.2 0.4/ 0.7 WO.A

-0.1

-0.2

Algunas graficas estan representadas dos veces en dos escalas diferentes para observar sus dis-
tintos comportamientos.

Problema 2.3.4

y = min{log |z* - 3|, log|z + 3]} Y=o y=;t -t

2 20
\ af(a+1)
10
_2 2 -t 1 2 a2\«
-10

-20

y=uje* -1 y = arctg(log [+* - 1)) y = arctgz + arcsen (25
2 /2 3
1
2 1 2 4 7 11 12 4 1 1
-1
-2 -7/2 *
Problema 2.3.5 F% y=1'
el/z
Hay tres soluciones de la ecuacién = 23, una =z = 0, 2
T
otra en (0,00) y una tercera en (—oo,—1). Basta estudiar la
el/ac - -2 2 4
monotonia de la funcién g(z) = iz 23 en cada uno de los
x -2
intervalos.
-4
Problema 2.3.6
flo) =% 9lx) =sup{f(y) : y > 1} g(z) =inf{f(y) : y > 2}
12 —_ i

-3 1 1 3
-1/6 -1/6
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Problema 2.3.7
i) Imagen(f) =[1,1+ 72/4).
ii) A>06 A< —log(l+7w2/4).

i11) sup(g) = méx(g) = 1, inf(g) !

T T+log(1+72/4)

Problema 2.3.8

i) x = £1, y = +x +log2 — 1. 7) Si las funciones f(z) =

log(1+22) y h(z) = ||+« se cortan en = £ A (por simetrfa),

se debe tener f(A) = h(A), f'(A) = W' (A), que implica A =1,

a=1log2—1.

92)—g(=1) 1 _ , . 2
2r1 3 99 1 o

1i1) implica ¢ = 3 — 2y/2.

y = [1+log(l +arctgha)] !

\_

y=1r+log2-1

11



