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3 Sucesiones y series. 2

3. Sucesiones y series.

3.1. Sucesiones de niimeros reales.

Problema 3.1.1 i) La sucesién producto puede ser cualquier cosa. Ejemplos z, = 1/n,
Yn = N, Tpyn = 1 converge; x, = 1/n, y, = n?, xpyn = n diverge. La sucesién suma debe
ser divergente porque en otro caso la diferencia (x, + y,) — z,, serfa convergente. La sucesién
cociente debe ser divergente porque en otro caso el producto (y,/xy) - x, seria convergente.

i) ||xn| — ||| < |zn — ¢|, por el problema 1.1.1477). El reciproco es falso, tomando por ejemplo
Ty = (=1)™.

ii1) Tomando € = 1/2, la Gnica manera de tener |z, —¢| < 1/2conz, € Z esquex, =0 € Z
a partir de algtn n.

iv) Si |z, — | < e paran > N, entonces

|xn| < méX{w+5|a |£76‘7 |CE1|, ‘x2|aa‘xN|}

Problema 3.1.2 i4)a,=1-2""; lim a, = 1.

n—oo
i) b, = 2%, con a,, del apartado anterior; lim b, = 2.
n—oo

1 -31
Problema 3.1.3 i) L = exp( lim oga) =1; 4i) L = exp( lim —3logn

n—oo N n—oo n

iii) sia>b, L= lim a{/1+ (b/a)® = a, por tanto L = méx{a,b};
n—oo

) =1

a® + b\ 1/x

w) L= h’Hb ( = Vab por el problema 3.1.21iv); v) multiplicando por el conjugado
z—

L =1/2; vi) multiplicando dos veces por el conjugado L = 0; wvii) dividiendo por 3", L = 3;

(2~ )@+ 1), _ o

?

viii) L = exp[nh_ggo Sr(n? — 3n)

el/n—senl/n

Problema 3.1.4 i) L= lim 0=0; ) L= lim e*"/" — __ —1;
n—00 n—o00 1/n—sen1/n
1/n n
Stolz L = lim ————— =1; 1 Stirling L = lim ————— = ¢;
ii1) por Stolz lim Tog(n/(n = 1)) ; iv) por Stirling lim (n/o) 2mm) 1/ e;
(por Stolz también sale pero es mds largo); v) por comparaciéon 0 < L < lim — =0 (o
n—oo n
2 1 n
utilizando Stirling); vi) por Stolz dos veces L = lim — = 0; wvii) L = lim —( i ) =0;
n—oo 2N n—oon\n — 1
nl—}—l/n
viit) por Stolz L = 11113;0 (12 =1/2.
b br — 1
Problema 3.1.5 i) L = exp(lim cosbr + asenbr ) = e,
z—0 X

(CL - b.’E)/(CL + :C) — 1) — e—(b—&—l)/a.

T

ii) L = exp(ii_r)%

> log(2k — 1
Problema 3.1.6 Z) L = lim M - . ZZ) L = exp( im Zk:l Og( ))
n—oo log(n/(n — 1)) n—00 n2
. n%sen(1/n) 1
P =L L= e Ty

i log(2n — 1)
eXp(nl—{I;o n?—(n—1)

Problema 3.1.7 L = lim % =e.
n—oo log((n + 1)n)
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—n—17L L
Problema 3.1.8 i) lim n—N 7L =0= lim On _ im n+ =1;
n—00 n n—oo n n—oo M
i7) lim nlog (a—n) = lim n(a—n — 1) = L.
n—00 n n—oo n

1 B |
Problema 3.1.9 L = exp( lfim 2-28%n 21 logai

5 ) = e%; calculamos a aplicando Stolz,
n— 00 n

nloga, — (n —1)loga,—1 — loga,

a = h’m — Hm (n B ]‘) log(an/anfl) — logg
n—00 n? —(n—1)>2 n—00 2n —1 2

Por tanto L = \/Z

Problema 3.1.10 i) any1 = f(ay), donde f(z) = v2z. Es mondtona pues f es creciente;

es mondtona creciente pues as = v/2v/2 > /2 = a1. Es acotada superiormente a,, < 2, por
induccién: a1 < 2y an, < 2 = anp1 < V4 = 2. Por tanto existe ¢ = nh_)rglo an, que verifica
¢ = /20, que implica ¢ = 2, pues ¢ > a; = v/2 > 0. De hecho, por el problema 3.1.2i7), la
sucesion es explicita, a, = 21727" — 2.

i1) Aqui f(x) = /2 + z, que también es creciente; ademds as = /2 + v/2 > /2 = ay, por lo que
la sucesién es monotona creciente; por otro lado, se tiene a, < 2, por lo que existe £ = lim a,,

n—oo
que verifica £ = /2 + ¢, que implica £ = 2, pues £ > /2 > —1.
iii) f(xr) = 3+ x/2 es creciente, uy = 3 > 0 = ug y u, < 6: existe £ = lim wu,, que verifica
n—oo

—~

X

~—

14
=3+ o0 que implica ¢ = 6. La sucesién también es explicita (una progresién geométrica)
up, =6(1—27") — 6.
iv) f(xz) = 3 4+ 2x es creciente, u; = 3 > 0 = wp, pero la sucesién es mondtona creciente no

acotada, por lo que lim u, = 00. De nuevo es explicita u, = 3(2" — 1) — oo.
n oo

v) f(z) = - es creciente: la sucesién es monotona, y sera creciente o decreciente dependien-

. L 49 . . ,
do del primer término. a) ug = 1/2, u; = 6 > g, creciente; como u, < 1 existe £ = lim wuy,,
n—oo
3

, que implica ¢ =1, 2 0 —3; se tiene £ =1 pues 1/2 < ¢ < 1.

que verifica £ =

75
b) up = 3/2, u1 = — < up, decreciente; como u, > 1 existe £ = lim u, = 1, pues 1 < ¢ < 3/2.
56 n—oo

3
c)up =3, up = - > 3, creciente y no acotada, por lo que nh_)rgo Uy = OO.

Problema 3.1.11 i) ap+1 = f(ay,) con f(z) =143z -1, f'(z) = 23 > 0. Se tiene

V14 3x

an, < 1 asf como an4+1 > an. Por tanto existe { = lim a,, que verifica £ = /14 3¢ — 1, que
n—oo
implica £ =1, pues 1/2 < ¢ < 1.

.. . V1+3a, -2 ., AV14+3z—-2 3
i1) lilm ——=lm — = —.
n—00 —1 x—1 x—1 4

También se puede calcular el limite multiplicando por el conjugado:

’ 3an - 3 3
lim =

3
lim ——— =2,
00 (an — 1)(v/I 1 3an +2) nooo I+ 3an 12 4

1
Problema 3.1.12 i) b4 — b, = _i(bn — bp—1) (de hecho f(x) =1 — x/2 es decreciente).

2
m£:1f§¢£:§
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2 1 b, 1 2
i1) [bps1 — = == — = | = =|bn — =|.
Z”)’n+12 3’1 |3 22’ 21n 3‘2 1 2
w) [bn = 5l = Slbn-1 = 51 = Jlon-2 = o[ == 55 (bo — 5) = 0.
- L . 2 —1\n 2
También se trata de una sucesion explicita, b, = 3 [1 — (7> } — 3"
1 —1 5
Problema 3.1.13 i) (= T3¢ = (= ;\f, pues trivialmente £ > 0. 4i) z € [1/2,1] =
1
52 € [1/2,2/3] C [1/2,1]. 4ii) Por induccién a partir de ¢; = 1 y el apartado anterior.
x
1 4 , 1
’LZ’L) ’f/(l')‘ = m S § <lsizx Z 5

Problema 3.1.14

4
i) . £:2+E:>€:1+\/5 (pues £ > 0);
10 4 16 10 10
ke IR S = it 2.
34 10

10

e €3

4 4
¢ 2+ 4/x—L 4

i) lim 2Ol 2HAeml 4
n— 00 dn —/ z—L x—¥ 62

t(1+t¢ 2
Problema 3.1.15 =z, = f(x,—1) con f(t) = 5 —|—+2t)’ que es creciente. Como xo = 3 <l=m

se trata de una sucesién mondtona decreciente. Ademés x, > 0, asi que existe lim x, = 0.
n—00
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Problema 3.1.16 Por ejemplo:

3.1.10 4)

3
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3.2. Series de nimeros reales

1
Problema 3.2.1 Aqui C = convergente, D = divergente. i) lim {/a, = 3 <1l=C.
n—oo

.. , (479 o 1 (479 o 1 . (0799
i1) nlggoW_§:>C' i11) nlg]rolol/n2 —ﬁé(}’. iv) Jl)rrgol/—n—léD.

=1=D.

1
v)ap < — = C. vi) lim =1=C.vii) lim

n n—oo 1/n? n—00 /f

. e N e o
Vi) nh—>nolo o, ——ﬂ<1é0.1x) 731—{20 e 3 <1=0C. x) nll_glow/an—0<lé0.

N n _ ¢ LN 1. _ —1/2 Lo " _
xi) nhﬁnolo Ya, = 3 <1=C. zxii) nhﬁnoloan =e # 0= D. xiii) nhl]go Ya,=0<1= C.

N _ an 1 , an
xiv) nlg]go Ya, =0<1=C.zv) nh_)rrgo Tn =2 = D. zvi) nh_)rglo Tn =1=D.
Tvii) ap < — sin > e? = C. zviii) (logn)osn = ploslosn) > p2 4i p > e = C.

n
2(a—0b b
Problema 3.2.2 a, = (a=bjnta+ . Por tanto lfim —"_ = 2 giq = b y converge,
4n? — 1 n—oo 1/n? 2

. ; Qn a—>b . .

mientras que lim —— = —— si a # b y diverge.
n—oo 1/n 2
) 1+a
Problema 3.2.3 1) h_>m va, = —— < 1 para todo a > —1, a # 0 = (C; si a = 0 queda
n—00 e?
. L _ e

la serie g n = oo. i) Usando la férmula de Stirling, nh_)nolo Ya, = L por lo que a > e = C,

V21

a <e= D;sia=e, se tiene a, ~ = D. iii) De nuevo por Stirling, a,, ~ —_— por lo
n

1
V2mn

que C & a > 3/2.

Problema 3.2.4 Aqui CA = convergente absolutamente, CC' = convergente condicionalmen-

. _ . an] _ (=" 1
te. 1) nh_}rrgo|an| = 0, pero nh_)m Tn oo = CC; ii) a, = - +o< ) = CC;
1 1 ) w2 (—1)" 1
i) |an| = —}—0( ) = CA; ) nh_>n;o|an| =T D; v) ap = o +0( ) = CC;
. B (—1)”+1 1 1 1
vi) an—T—l—o( ) = CC; vii) |ay| = ﬁ—i—o( ) = CA;

viit) ap = = + o(%) = CC.

3
x
Problema 3.2.5 arctgx =z — 3 + o(2?®) para x — 0, asi que para n — oo se tiene

1
S5 +o(575) = CA.

) 1 1 > dx 1 1
Problema 3.2.6 i) \6\§<N+1) <1—0351N>6 i1) le| < M W<1—0381N>7

_ L3\ 1 = 1\ 1 1 1 47
Problema 3.2.7 1)5:32‘6(4) _232)<2) T v it
1/2

ii)52m22;
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1/3 1 9
— 4. _ 7.
i) § (1—1/32 1-1/3 2

:1'

1
) S = [ ] 1— 1 :
Z v S e

n—+2 n+1 , n+2
U)SZZ[logn+l—log - ]:—log2+nh_>rgologn+1:—log2.
=1

1/10

— 1-1/10
desarrollo decimal de cualquier nimero real de parte entera by (o by + 1 en casos particulares,
como en el ejemplo siguiente).

o0
Problema 3.2.8 i) by < S < by + 29 107" < by + 9 - = by + 1. Representa el

oo
i) a) 9,999999---=9> 107" =

- - 40
b) 1,212121---=Y 107 42 107G+ = =
) L > 10742 3

Problema 3.2.9 i) Sea f(z) =tgx — x. Se tiene f'(z) = tg?x > 0, asi como

Ii = —00, Ii = +o00,
n—>[(2nlil/11)7r/2]7L f(fL') > n—>[(2n1—ll—rll)7r/2}* f(ﬂf) >

para cada n € IN; por tanto tiene una y sélo una raiz en ese intervalo.
/X2 1
i) Como A\, € ((2n — 1)7/2,(2n + 1)7/2), se tiene hm / =3y la serie converge.

1/n?
Problema 3.2.10 i) Es una sucesién monétona decreciente de términos positivos, por lo que
converge; su limite verifica £ = /1 + 2¢ — 1, es decir £ = 0.
.. , $n+1 , \/1+2t_1
ii) a) lim —/ =lim ———

n—oo Iy t—0 t

=1.

V142t -1
b) Por Stolz, lim = lim T iy VL + ) _
n— ool/ajn n—00 T, — Tyl t%(]t—\/l—|—2 —|—1

2 1

iii) a) divergey b) converge, pues por el apartado anterior z,, = — + 0(—). (Observemos que
n n

no funciona el criterio del cociente.)

3.3. Series de Taylor.

1 1 1
Problema 3.3.1 i) — = lim —— = —; en los extremos C'A; [ = [-2,2];
p n—oo 277,2/” 2
1 vn! 1
i) Por Stirling — = lim AL —; en los extremos |a,| = V2mn — co = D; I = (—e,e);
p n—oco n e

iii) p = 10; en los extremos, © = —10 = CC, x = 10 = D; I = [-10,10); iv) p = 1; en los
extremos, z = —1 = CC,z =1= D; I = [-1,1); v) ap, =2"(3/2—2)"; p = 1/2; en los
extremos D; I = (3/2—1/2,3/2+4+1/2) = (1,2); wvi) p = 1; en los extremos z = 1 = CC,
x=3=D;I=[L3).
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Problema 3.3.2

oo
h@) == =2_"
n=0
1 [e.e] o0
n=1 o n=0 o
1 1 (n+1)(n+2)
Problema 3.3.3
Z—:—logl—x) xe[-1,1);
i) Z(n +1)27"z" = %, z € (—2,2)
o (2—x)
(utilizando fo del problema anterior).
Problema 3.3.4
1— 2 oo n+122n 1
i) sen’z = cosox Z 2", x € IR,
i) LZE;:EZ( ) i ) Lpn—lg=—ngn z € (—a/b,a/b);
at+br al+br/a a‘= — ’ ’
142 1 o ( 1)n+1 n o0 2k+1
iii) log 1_x_2[n§_:1 - ] kz_: T x € (—1,1)
(descomponiendo la suma en n par o 1mpar)
. 1 _100 2 n_oo2_n_1 on \/i\/i
“)) 2_1,2_52(?) _Z T, xE(— ) )7
o 2n:0 n=0
v) e = x—, z € IR.
n!
n=0
1/2 o—1/2 iy 1/2
Problema 3.3.5 i) S = Z 12 _1q; ii) S = m =2;

n

— log 2; iv)S:arctgl—lzg—l.

oo
1/2)
iii) S =Y 1/2)
n=1
Problema 3.3.6 i) Un cuadrado de lado rv/2. ii) Cada radio es ry,41 = %
1 mr? =
area es Ap11 = §An; partiendo de Ag = 7r?, se tiene A, = ETR y asi Z%An = 2712,
n=

, por lo que cada

Problema 3.3.7
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Problema 3.3.8 Derivando la ecuacién para f obtenemos

fll@)=fa)+=,  f(2)=f(z)+1,
f (@) = (), @)= f"(x), VYn>2

Calculemos la serie de Taylor de f a partir de sus derivadas en x = 0:

f(0) =2, )
f10)=f(0)+1=3, f0)=3  V¥Yn>2

Por tanto

[e.e] [ee]
/M (0)z" " z z
f(z) nE_O o +2x + E py +2r+3(e" —2z—1)=3e" —x

n=2



