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3. Sucesiones y series.

3.1. Sucesiones de números reales.

Problema 3.1.1 i) La sucesión producto puede ser cualquier cosa. Ejemplos xn = 1/n,
yn = n, xnyn = 1 converge; xn = 1/n, yn = n2, xnyn = n diverge. La sucesión suma debe
ser divergente porque en otro caso la diferencia (xn + yn) − xn seŕıa convergente. La sucesión
cociente debe ser divergente porque en otro caso el producto (yn/xn) · xn seŕıa convergente.
ii) ||xn| − |ℓ|| ≤ |xn − ℓ|, por el problema 1.1.1iii). El rećıproco es falso, tomando por ejemplo
xn = (−1)n.
iii) Tomando ε = 1/2, la única manera de tener |xn − ℓ| < 1/2 con xn ∈ ZZ es que xn = ℓ ∈ ZZ
a partir de algún n.
iv) Si |xn − ℓ| < ε para n ≥ N , entonces

|xn| ≤ máx{|ℓ+ ε|, |ℓ− ε|, |x1|, |x2|, . . . , |xN |}.

Problema 3.1.2 i) an = 1− 2−n; ĺım
n→∞

an = 1.

ii) bn = 2an , con an del apartado anterior; ĺım
n→∞

bn = 2.

Problema 3.1.3 i) L = exp( ĺım
n→∞

log a

n
) = 1; ii) L = exp( ĺım

n→∞

−3 log n

n
) = 1;

iii) si a ≥ b, L = ĺım
n→∞

a n
√

1 + (b/a)n = a, por tanto L = máx{a, b};

iv) L = ĺım
x→0

(ax + bx

2

)1/x
=

√
ab por el problema 3.1.21iv); v) multiplicando por el conjugado

L = 1/2; vi) multiplicando dos veces por el conjugado L = 0; vii) dividiendo por 3n, L = 3;

viii) L = exp[ ĺım
n→∞

(n2 − 1)(3n+ 1)

2n(n2 − 3n)
] = e3/2;

Problema 3.1.4 i) L = ĺım
n→∞

0 = 0; ii) L = ĺım
n→∞

esen 1/n e1/n−sen 1/n

1/n− sen 1/n
= 1;

iii) por Stolz L = ĺım
n→∞

1/n

log(n/(n− 1))
= 1; iv) por Stirling L = ĺım

n→∞

n

(n/e)(2πn)1/2n
= e;

(por Stolz también sale pero es más largo); v) por comparación 0 ≤ L ≤ ĺım
n→∞

2

n
= 0 (o

utilizando Stirling); vi) por Stolz dos veces L = ĺım
n→∞

2

2n
= 0; vii) L = ĺım

n→∞

1

n

( n

n− 1

)n
= 0;

viii) por Stolz L = ĺım
n→∞

n1+1/n

n2 − (n− 1)2
= 1/2.

Problema 3.1.5 i) L = exp( ĺım
x→0

cos bx+ a sen bx− 1

x
) = eab;

ii) L = exp( ĺım
x→0

(a− bx)/(a+ x)− 1

x
) = e−(b+1)/a.

Problema 3.1.6 i) L = ĺım
n→∞

sen(π/n)

log(n/(n− 1))
= π. ii) L = exp( ĺım

n→∞

∑∞
k=1 log(2k − 1)

n2
) =

exp( ĺım
n→∞

log(2n− 1)

n2 − (n− 1)2
) = 1. iii) L = ĺım

n→∞

n2 sen(1/n)

n2 − (n− 1)2
=

1

2
.

Problema 3.1.7 L = ĺım
n→∞

an/n

log((n+ 1)n)
= e.
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Problema 3.1.8 i) ĺım
n→∞

an − n− L

n
= 0 ⇒ ĺım

n→∞

an
n

= ĺım
n→∞

n+ L

n
= 1;

ii) ĺım
n→∞

n log
(an
n

)
= ĺım

n→∞
n
(an
n

− 1
)
= L.

Problema 3.1.9 L = exp
(

ĺım
n→∞

n log an −
∑n

k=1 log ak
n2

)
= ea; calculamos a aplicando Stolz,

a = ĺım
n→∞

n log an − (n− 1) log an−1 − log an
n2 − (n− 1)2

= ĺım
n→∞

(n− 1) log(an/an−1)

2n− 1
=

log ℓ

2
.

Por tanto L =
√
ℓ.

Problema 3.1.10 i) an+1 = f(an), donde f(x) =
√
2x . Es monótona pues f es creciente;

es monótona creciente pues a2 =
√

2
√
2 >

√
2 = a1. Es acotada superiormente an < 2, por

inducción: a1 < 2 y an < 2 ⇒ an+1 <
√
4 = 2. Por tanto existe ℓ = ĺım

n→∞
an, que verifica

ℓ =
√
2ℓ, que implica ℓ = 2, pues ℓ ≥ a1 =

√
2 > 0. De hecho, por el problema 3.1.2ii), la

sucesión es expĺıcita, an = 21−2−n → 2.

ii) Aqúı f(x) =
√
2 + x, que también es creciente; además a2 =

√
2 +

√
2 >

√
2 = a1, por lo que

la sucesión es monótona creciente; por otro lado, se tiene an < 2, por lo que existe ℓ = ĺım
n→∞

an,

que verifica ℓ =
√
2 + ℓ, que implica ℓ = 2, pues ℓ ≥

√
2 > −1.

iii) f(x) = 3 + x/2 es creciente, u1 = 3 > 0 = u0 y un < 6: existe ℓ = ĺım
n→∞

un, que verifica

ℓ = 3 +
ℓ

2
, que implica ℓ = 6. La sucesión también es expĺıcita (una progresión geométrica)

un = 6(1− 2−n) → 6.
iv) f(x) = 3 + 2x es creciente, u1 = 3 > 0 = u0, pero la sucesión es monótona creciente no
acotada, por lo que ĺım

n→∞
un = ∞. De nuevo es expĺıcita un = 3(2n − 1) → ∞.

v) f(x) =
x3 + 6

7
es creciente: la sucesión es monótona, y será creciente o decreciente dependien-

do del primer término. a) u0 = 1/2, u1 =
49

56
> u0, creciente; como un < 1 existe ℓ = ĺım

n→∞
un,

que verifica ℓ =
ℓ3 + 6

7
, que implica ℓ = 1, 2 o −3; se tiene ℓ = 1 pues 1/2 ≤ ℓ ≤ 1.

b) u0 = 3/2, u1 =
75

56
< u0, decreciente; como un > 1 existe ℓ = ĺım

n→∞
un = 1, pues 1 ≤ ℓ ≤ 3/2.

c) u0 = 3, u1 =
33

7
> 3, creciente y no acotada, por lo que ĺım

n→∞
un = ∞.

Problema 3.1.11 i) an+1 = f(an) con f(x) =
√
1 + 3x− 1, f ′(x) =

3

2
√
1 + 3x

> 0. Se tiene

an < 1 aśı como an+1 > an. Por tanto existe ℓ = ĺım
n→∞

an, que verifica ℓ =
√
1 + 3ℓ − 1, que

implica ℓ = 1, pues 1/2 ≤ ℓ ≤ 1.

ii) ĺım
n→∞

√
1 + 3an − 2

an − 1
= ĺım

x→1

√
1 + 3x− 2

x− 1
=

3

4
.

También se puede calcular el ĺımite multiplicando por el conjugado:

ĺım
n→∞

3an − 3

(an − 1)(
√
1 + 3an + 2)

= ĺım
n→∞

3√
1 + 3an + 2

=
3

4
.

Problema 3.1.12 i) bn+1 − bn = −1

2
(bn − bn−1) (de hecho f(x) = 1 − x/2 es decreciente).

ii) ℓ = 1− ℓ

2
⇒ ℓ =

2

3
.
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iii) |bn+1 −
2

3
| = |1

3
− bn

2
| = 1

2
|bn − 2

3
|.

iv) |bn − 2

3
| = 1

2
|bn−1 −

2

3
| = 1

4
|bn−2 −

2

3
| = · · · = 1

2n
(b0 −

2

3
) → 0.

También se trata de una sucesión expĺıcita, bn =
2

3

[
1−

(−1

2

)n]
→ 2

3
.

Problema 3.1.13 i) ℓ =
1

1 + ℓ
⇒ ℓ =

−1 +
√
5

2
, pues trivialmente ℓ ≥ 0. ii) x ∈ [1/2, 1] ⇒

1

1 + x
∈ [1/2, 2/3] ⊂ [1/2, 1]. iii) Por inducción a partir de c1 = 1 y el apartado anterior.

iii) |f ′(x)| = 1

(1 + x)2
≤ 4

9
< 1 si x ≥ 1

2
.

Problema 3.1.14

i) • ℓ = 2 +
4

ℓ
⇒ ℓ = 1 +

√
5 (pues ℓ > 0);

• x ∈ [3,
10

3
] ⇒ 2 +

4

x
∈ [

16

5
,
10

3
] ⊂ [3,

10

3
];

• d4 =
34

11
∈ [3,

10

3
] ⇒ dn ∈ [3,

10

3
] ∀n ≥ 4;

• |f ′(x)| = 4

x2
≤ 4

9
< 1 si x ≥ 3.

ii) ĺım
n→∞

2 + 4/dn − ℓ

dn − ℓ
= ĺım

x→ℓ

2 + 4/x− ℓ

x− ℓ
= − 4

ℓ2
.

Problema 3.1.15 xn = f(xn−1) con f(t) =
t(1 + t)

1 + 2t
, que es creciente. Como x2 =

2

3
< 1 = x1

se trata de una sucesión monótona decreciente. Además xn > 0, aśı que existe ĺım
n→∞

xn = 0.
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Problema 3.1.16 Por ejemplo:
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3.2. Series de números reales

Problema 3.2.1 Aqúı C = convergente, D = divergente. i) ĺım
n→∞

n
√
an =

1

2
< 1 ⇒ C.

ii) ĺım
n→∞

an
1/n2

=
1

9
⇒ C. iii) ĺım

n→∞

an
1/n2

=
1√
2
⇒ C. iv) ĺım

n→∞

an
1/n

= 1 ⇒ D.

v) an ≤ 1

n2
⇒ C. vi) ĺım

n→∞

an
1/n2

= 1 ⇒ C. vii) ĺım
n→∞

an
1/

√
n
= 1 ⇒ D.

viii) ĺım
n→∞

an+1

an
=

1√
2
< 1 ⇒ C. ix) ĺım

n→∞

an+1

an
=

e

3
< 1 ⇒ C. x) ĺım

n→∞
n
√
an = 0 < 1 ⇒ C.

xi) ĺım
n→∞

n
√
an =

e

3
< 1 ⇒ C. xii) ĺım

n→∞
an = e−1/2 ̸= 0 ⇒ D. xiii) ĺım

n→∞
n
√
an = 0 < 1 ⇒ C.

xiv) ĺım
n→∞

n
√
an = 0 < 1 ⇒ C. xv) ĺım

n→∞

an
1/n

=
1

2
⇒ D. xvi) ĺım

n→∞

an
1/n

= 1 ⇒ D.

xvii) an ≤ 1

n2
si n > e2 ⇒ C. xviii) (log n)logn = nlog(logn) ≥ n2 si n > ee

2 ⇒ C.

Problema 3.2.2 an =
2(a− b)n+ a+ b

4n2 − 1
. Por tanto ĺım

n→∞

an
1/n2

=
a

2
si a = b y converge,

mientras que ĺım
n→∞

an
1/n

=
a− b

2
si a ̸= b y diverge.

Problema 3.2.3 i) ĺım
n→∞

n
√
an =

1 + a

ea
< 1 para todo a > −1, a ̸= 0 ⇒ C; si a = 0 queda

la serie

∞∑
n=1

n = ∞. ii) Usando la fórmula de Stirling, ĺım
n→∞

n
√
an =

e

a
, por lo que a > e ⇒ C,

a < e ⇒ D; si a = e, se tiene an ≈ 1√
2πn

⇒ D. iii) De nuevo por Stirling, an ≈
√
2πn

na
, por lo

que C ⇔ a > 3/2.

Problema 3.2.4 Aqúı CA = convergente absolutamente, CC = convergente condicionalmen-

te. i) ĺım
n→∞

|an| = 0, pero ĺım
n→∞

|an|
1/n

= ∞ ⇒ CC; ii) an =
(−1)n

n
+ o

( 1

n

)
⇒ CC;

iii) |an| =
1

n2
+ o

( 1

n2

)
⇒ CA; iv) ĺım

n→∞
|an| =

π2

4
⇒ D; v) an =

(−1)n

2n
+ o

( 1

n

)
⇒ CC;

vi) an =
(−1)n+1

n
+ o

( 1

n

)
⇒ CC; vii) |an| =

1

2n2
+ o

( 1

n2

)
⇒ CA;

viii) an =
(−1)n

n
+ o

( 1

n

)
⇒ CC.

Problema 3.2.5 arc tg x = x− x3

3
+ o(x3) para x → 0, aśı que para n → ∞ se tiene

|an| =
1

3n3/2
+ o(

1

n3/2
) ⇒ CA.

Problema 3.2.6 i) |ε| ≤ 1

(N + 1)!
<

1

103
si N > 6; ii) |ε| ≤

∫ ∞

N

dx

x4
=

1

3N3
<

1

103
si N > 7.

Problema 3.2.7 i) S = 3

∞∑
n=0

(3
4

)n
− 1

23

∞∑
n=0

(1
2

)n
= 3 · 1

1− 3/4
− 1

8
· 1

1− 1/2
=

47

4
;

ii) S =
1/2

(1− 1/2)2
= 2;
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iii) S = 4 · 1/3

(1− 1/3)2
+

1

1− 1/3
=

9

2
;

iv) S =

∞∑
n=1

[ 1√
n
− 1√

n+ 1

]
= 1− ĺım

n→∞

1√
n+ 1

= 1;

v) S =
∞∑
n=1

[
log

n+ 2

n+ 1
− log

n+ 1

n

]
= − log 2 + ĺım

n→∞
log

n+ 2

n+ 1
= − log 2.

Problema 3.2.8 i) b0 ≤ S ≤ b0 +

∞∑
n=1

9 · 10−n ≤ b0 + 9 · 1/10

1− 1/10
= b0 + 1. Representa el

desarrollo decimal de cualquier número real de parte entera b0 (o b0 + 1 en casos particulares,
como en el ejemplo siguiente).

ii) a) 9,999999 · · · = 9
∞∑
n=0

10−n = 10;

b) 1,212121 · · · =
∞∑
k=0

10−2k + 2

∞∑
k=0

10−(2k+1) =
40

33
.

Problema 3.2.9 i) Sea f(x) = tg x− x. Se tiene f ′(x) = tg2 x ≥ 0, aśı como

ĺım
n→[(2n−1)π/2]+

f(x) = −∞, ĺım
n→[(2n+1)π/2]−

f(x) = +∞,

para cada n ∈ IN ; por tanto tiene una y sólo una ráız en ese intervalo.

ii) Como λn ∈ ((2n− 1)π/2, (2n+ 1)π/2), se tiene ĺım
n→∞

1/λ2
n

1/n2
=

1

π2
, y la serie converge.

Problema 3.2.10 i) Es una sucesión monótona decreciente de términos positivos, por lo que
converge; su ĺımite verifica ℓ =

√
1 + 2ℓ− 1, es decir ℓ = 0.

ii) a) ĺım
n→∞

xn+1

xn
= ĺım

t→0

√
1 + 2t− 1

t
= 1.

b) Por Stolz, ĺım
n→∞

n

1/xn
= ĺım

n→∞

xnxn+1

xn − xn+1
= ĺım

t→0

t(
√
1 + 2t− 1)

t−
√
1 + 2t+ 1

= 2.

iii) a) diverge y b) converge, pues por el apartado anterior xn =
2

n
+o

( 1

n

)
. (Observemos que

no funciona el criterio del cociente.)

3.3. Series de Taylor.

Problema 3.3.1 i)
1

ρ
= ĺım

n→∞

1

2n2/n
=

1

2
; en los extremos CA; I = [−2, 2];

ii) Por Stirling
1

ρ
= ĺım

n→∞

n
√
n!

n
=

1

e
; en los extremos |an| ≈

√
2πn → ∞ ⇒ D; I = (−e, e);

iii) ρ = 10; en los extremos, x = −10 ⇒ CC, x = 10 ⇒ D; I = [−10, 10); iv) ρ = 1; en los
extremos, x = −1 ⇒ CC, x = 1 ⇒ D; I = [−1, 1); v) an = 2n(3/2 − x)n; ρ = 1/2; en los
extremos D; I = (3/2 − 1/2, 3/2 + 1/2) = (1, 2); vi) ρ = 1; en los extremos x = 1 ⇒ CC,
x = 3 ⇒ D; I = [1, 3).
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Problema 3.3.2

f1(x) =
1

1− x
=

∞∑
n=0

xn,

f2(x) =
1

(1− x)2
= f ′

1(x) =

∞∑
n=1

nxn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn,

f3(x) =
1

(1− x)3
=

1

2
f ′
2(x) =

1

2

∞∑
n=1

(n+ 1)nxn−1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
xn.

Problema 3.3.3

i)
∞∑
n=1

xn

n
= − log(1− x), x ∈ [−1, 1);

ii)

∞∑
n=0

(n+ 1)2−nxn =
4

(2− x)2
, x ∈ (−2, 2)

(utilizando f2 del problema anterior).

Problema 3.3.4

i) sen2 x =
1− cos 2x

2
=

∞∑
n=1

(−1)n+122n−1

(2n)!
x2n, x ∈ IR;

ii)
x

a+ bx
=

x

a

1

1 + bx/a
=

x

a

∞∑
n=0

(−bx

a

)n
=

∞∑
n=1

(−1)n−1bn−1a−nxn, x ∈ (−a/b, a/b);

iii) log

√
1 + x

1− x
=

1

2

[ ∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
+

∞∑
n=1

xn

n

]
=

∞∑
k=0

x2k+1

2k + 1
, x ∈ (−1, 1)

(descomponiendo la suma en n par o impar);

iv)
1

2− x2
=

1

2

∞∑
n=0

(x2
2

)n
=

∞∑
n=0

2−n−1x2n, x ∈ (−
√
2,
√
2);

v) ex
2
=

∞∑
n=0

x2n

n!
, x ∈ IR.

Problema 3.3.5 i) S =
∞∑
n=1

(−1/2)n

n!
= e−1/2 − 1; ii) S =

1/2

(1− 1/2)2
= 2;

iii) S =
∞∑
n=1

(1/2)n

n
= log 2; iv) S = arc tg 1− 1 =

π

4
− 1.

Problema 3.3.6 i) Un cuadrado de lado r
√
2. ii) Cada radio es rn+1 =

rn√
2
, por lo que cada

área es An+1 =
1

2
An; partiendo de A0 = πr2, se tiene An =

πr2

2n
, y aśı

∞∑
n=0

An = 2πr2.

Problema 3.3.7

f(0) =
∞∑
n=1

1

n!
= e− 1;

f(1) =

∞∑
n=1

n

n!
=

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
=

∞∑
n=0

1

n!
= e;

f(2) =

∞∑
n=1

n2

n!
=

∞∑
n=1

n

(n− 1)!
=

∞∑
n=1

n− 1 + 1

(n− 1)!
=

∞∑
n=2

1

(n− 2)!
+

∞∑
n=1

1

(n− 1)!
= 2e.
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Problema 3.3.8 Derivando la ecuación para f obtenemos

f ′(x) = f(x) + x, f ′′(x) = f ′(x) + 1,

f ′′′(x) = f ′′(x), fn)(x) = f ′′(x), ∀ n ≥ 2.

Calculemos la serie de Taylor de f a partir de sus derivadas en x = 0:

f(0) = 2, f ′(0) = f(0) + 0 = 2,

f ′′(0) = f ′(0) + 1 = 3, fn)(0) = 3, ∀ n ≥ 2.

Por tanto

f(x) =

∞∑
n=0

fn)(0)xn

n!
= 2 + 2x+ 3

∞∑
n=2

xn

n!
= 2 + 2x+ 3(ex − x− 1) = 3ex − x− 1.


