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4 Integracion en una variable 2

4. Integracién en una variable

4.1. Calculo de primitivas.

Problema 4.1.1 . .
1. IPP=1= x(§ tg(2x) — ac) - / ( g(2x) — ) dzx = Z<2xtg(2x) + log | cos(2z)| — 2;1:2).
1

1
2. tgr=t=1I= [2t*+1)dt= 6tg x+1tgm

3. \/;E—t:>I—/2t(t+1)dt—2/<l+ L3 )dt:2ﬁ+log|x+3\—

t2+3 t2+3  t2+3
2v/3arctg(vz/3).
4. 1 — (z +1)2 = t y utilizando el desarrollo (x +3)3 = (z +1+2)3 = (z+ 1> +6(x +1)% +

1
20z+1)+8=1= / (t2 13- 6(1— M2 - 8(1 - tz)—W) dt = 5t — 13t — 1l arcsent —

36(1 — 12)1/2 — %(1 e+ )22 — 1301 — ( 1)2)1/2 ~1laresen((1 — (z + 1)?)Y2) — 3(1

(z+1)2)"?(x +1)?, pues / V1—t2dt == arcsent + t\/ 1 — 2 después del cambio t = sen u.

También puede ser apropiado el cambio desde el inicio x + 1 = senu.
5. Descomponer en suma de fracciones simples, o mas facil CVz — 1=t =

1 2 9 1
I= ( )dt 1 1 — _ .
/ + z T og |z +1| x—1 2(xz-1)2

1 1
6. © =sect = [ = /(sect+sec3t)dt = i(secttgt—i-3log\sect+tgt\) = 5(3: 2 -1+

3log |z + V22 — 1]), véase 56. Como esta ltima integral se puede hacer mediante CV sent = u,

1 2 — u?
un tnico cambio desde el principio (nada intuitivo) seria * = ————= = I = / = du=
_u2 (1_u2)2
3/4 1/4 3/4 1/4 ) 14+u 2u 1 z+Va? -1
du = (31 ) =1(31
/<1—|—u+(1+u)2+1—u+(1—u)2 Al el R peve) A Gl ey s
1
2\ 2% — 1) = 5(3log|x+ Vaz—1|+zvaz?—1).
¢ 1 1 1
7. cos:r:t:>I:/t21dt:7cos7$+5cos5fc+3cos3x+cosaz—10g|cosecx—cotga:|.
8. I=—log|senx + cosx|.
1 1
9. IPP dos veces = [ = —e“(senmz — meosmr) — — = [ = —5——e®(senmx — 7 cos mx).
s ) s e+ 1
10. tgr=t=1= (t2+1)dt:§tg3x+tgx.
1- 2 1
11. :/Cosxd:p:mseHQx.
2 2 4
1 — cos2z)? 1 1 4 3 1 1
12. I:/(Czi)szn)d:z:4/(1—2c082x++c208$>d1: gaz—zsen2x+3—256n4x
1
13. I:g—i—zsenZJc. ;
1 2 1 1 4
14. I = /(—l—c;sx)dx = 8/(1+3c082x+3+c208x+<:os2x(1 —sen22x)> dx =
5
mx+sin2x+64$en4x—4815en 2z.
15. I:/sen 9rdr = © — — sendx.
4 8 32

t—3
16. 3+\/2x+5:t:>I:/tdt:\/2m+5+3—310g(3—|—\/2x+5);poniendo V2r+5 =

u=1= / 13 dt =2z +5 — 3log(3 + v2z + 5); ambas se diferencian en una constante.
u
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x—1 42 1 1 1 1
17. T ot l= ———dt= — — dt =
“ Vet /(1—t2)2 /<(1+t)2+(1—t)2 1+t 1—t)

T2 =22 —1- log |x+ /22 — 1|. El cambio desde el inicio (no obvio) 2 = secu

llevaal—/(sec u—secu)du =tgu —log|secu + tgu| = Va2 —1—log|z + Va2 — 1.
t3
18. {”/Ezt:>1':/3t2arctgtdt; ahoraIPP:>I:t3arctgt—/thdt:xarctg(xl/?’)—

1 1
5;172/3 + 3 log(1 + 22/3).

4 4
19. \/\/E+1:t:>1:/4t2(t2—1)dt:5(\/5+ 1)5/2—5(\/§+1)3/2.
212
20. \/x—|—2:t:.7:/dt:x+2—2\/a:+2+210g(1+\/x+2).
212
21. \/2—|—e$:t:>I:/ dt—2\/2+ex+2\[log(\/2+ez+\[) V2.

22, senx=t=1= /et(l — t?) dt, ahora TPP dos veces = I = —(1 — sen z)%e5" 7.

2 1
23. I= /senx(l —cos?z)?dr = —cosx + 3 cos® z — = cos® .

1 1
24. I = /cosx(l —sen? z)sen? x dx = gsengm ~ sen® z.

25. Iz/(sech—l)d:U:tgx—x.

1
26. I:/tgx(seczx—l)dxz §tg2m+log\cosx].

1 1 1
27. x:sent:>I:/sen3tcosztdt:—3cosgt+5(:os5t:—3( 2232 4 ( 1 —2?)%/2.
uboud 1
También se puede hacer CV V1 — 22 =u =1 = /uz(u2 —1)du = =~3= g(l — %)%/ —
1
5(1_332)3/2- 2 2
2t 1-1¢ 2dt 342t -3t
28. t=1t 2 = —— = —— = —— Il = | ———dt =
8 g(xz/2) = senx T ST = =, = / 21 3)
1 —4t+2 , 2
/ <; + m) dt = log |t| — 2log(t* + 3) + ﬁarctg(t/\/g) =
tg(x/2) 2 1
lo ’ ’—1——&1‘0‘5 (—t x2>.
gty apl Tt g )
2(3+ 2t —3t°) tg®(x/2) +1 12 1
29. t=t 2)=1= dt =1 7‘ Ht——= t (7’6 2)).
8(=/2) /(1+t2)(3+t2) * lte2(a/2) 131" \/§MC 5(5t8/2)
1 t? 1 At 2t
30. 3x=t=1I== 7@:7( _ ) ‘ D_
sensr=t= 3/(1—t2)3 B\I—e@e 1-2 8Ty
1
24(2sec3a:tg3x—tg3x—log|sec3:v—|—tg3ac|)
4a% — 291 + 27 x+3) (x—2)3
3L I= [ (447 ) do =20 + Tz + log | |
/ T+ +(x+3)(:€—3)(x—2) x” + Tz + log (@ —3)t

32. logzx=t=1= / el costdt, que se resuelve mediante IPP dos veces; también se puede

hacer desde el principio I PP dos veces = I = z cos(log z)+x sen(logx)—I = I = g (cos(log x)+
sen(log :1:))

¢ t—1/2 5/2
33. eﬂf:t;»[:/dt:/(t_l_ /2 . /

dt =
2+t+2 t24+t42 (t+1/2)2+7/4)
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1 1 5) 2e” +1
§e2x—ex—ilog(e%—l—ex—i—Z)—{——arctg( ¢ )

VT VT
34. m:t:»f:/w(tz—l)dh S(1 =232 —o(1 — /332,

8
Lol o

35. x—tgtéf—/sengtcostdt—

36. I =2arctg(r—1).
37. I =tgux.

3(1+ x2)3/2

3t 1

38. \3/x+2:t:>1:/t3 - dt = log (m+2)1/3—1‘—§log’(m+2)2/3+(x+2)1/3+1 +
20z +2)1/3 4+ 1
Vaarerg (2221
g 1 V3
39. I:—g(x2+1)*3/2.
x
40. x—sent:>I—/t 2tdt = ———— — arcsenz.
5 , V1—z?

2t

41. \/ex—lzt:I:/t2+1dt:2(\/ex—1—arctg(\/ew—1));

otro cambio posible, e” :sec2t:>I:/2tg2tdt:2(tgt—t) = 2( e? —1—arctg(ver — 1))
3
42. I =—+5log|z — 1| — 3log|x|.
x
4
43. \/1—\/§:t:>1:—4/t(1+t)dt:—2(1—\/5)—3(1—\/3:)3/2;

4
otro cambio posible, \/E:t:>1:2/(l—i—\/l—t)dt:Qt—3(1—t)4/3.
m I:/(1+senx)(1—cosaz) dx:/( 1 N 1 cosz _cosm)dx:

sen? x sen?x senx sen’xr senc

1—cosz
— cotg z — log | cosec x + cotg x| + cosec x + log | cosec x| = ——— — log(1 + cos x).
senz

2 4 2
45. Jr—1=t=1= /2t2(t2+1)2dt: (- 1)7/2 4 (- 1)5/2+§(x— 1)3/2.

2 1
46. tgm:t:>I:/(1+t2)2dt:tgx+3tg3x+5tg5:ﬁ.

t—1 1 1 1+ 222
47. 1 2ot =T = | —dt = — = — . También CV
A / 23 20 +a?) A2 | AT+ g2r
to3 4 4
z=tgu=1= /sfc;; dt = /sen3ucosudu = serjl g 4(1—T—x2)2; basta comprobar que

ambos resultados difieren en una glzonstante.

48. e”":t:I:/ dtzilog‘e2’”—4|.

49. \/mztilz/t2+1dt:2arctg(\/l—i—7$).

50. 1+m:tz>lz/<—3t+6—i))dt:—§<1+m>2+6<1+m)—
3log <1+ i“’/ﬂ) —9(1— )3+ 2(1 — )3~ 3log(1+ (1 —2)3) + C.

1 1 1 1
51. IPP dos veces = I = §e$ sen 2x + Zex cos 2z — ZI =1= ge“(Z sen 2x + cos 2x).

2 —4
2

1
52. IPP=1= §x3(3log1‘ —1).
1 . 1
53. I = /senx(l — cos® x) cos® x dx = —3 cos® x + B cos’ .

1 2x\2 1 1 4 3 1 1
54. I:/<+CQOSQC> dx:4/<1+2c082x++Czosx>dx:8x+4sen2x+3zsen4x.



4 Integracion en una variable 5

4 1 1
55. tex=t=1= | ——dt = (t2—1 7)dt:ft3 —t .
gx /1—|—t2 / +1+t2 3 g’ gr+x
1 1 1—¢t, 1/ 1 1 1
56. —t=T= | ——dt="-1 ’7_7(7_7):71 ¢
Sen /(1—t2)2 it EE R G IR R 2 og[sec +tgr| +

1
isecxtgx; otra forma, IPP:>I:secxtgx—/secxtg2xd:1::secxtgm—l—/secxdx—I:>

1
1= (secxtgx+/secxdx).

2
1
57. I—/—i_sfmcdx—tgx—i—secx.
cos? x
1 1
58. logx:tilz/etsentdt: §et(sent—cost) = ix(sen(logx)—cos(logx)).
1 V1— a2
59. x:sent:I:/ 5 dt:—cotgt:—ix.
sen=t x
60. =1+ a2
1
61. \/eQw—l:t:I:/Mdt:arctgt:arctg (\/eQm—l).También CV e* =sect =

I= / dt = arcsec(e”). Obsérvese que arcsec(e”) = arc cos(e™*) = arctg (\/e2‘” -1 )

3 2t + 2 2 1
62. eI:t:ﬂ:/dt:/(t—wr + + )dt:fe2x—2ex+

2+ 2t +2 24+2t+2  24+2t42 2
log(e** + 2" +2) + 2arctg(e” + 1).
2

63. I:/@—M)dm:zjum.

t? 3
64. (1—2:U)1/6:t:>I:—3/t 1dt:—5(1—2@2—3(1—2x)1/6—310g’(1—2m)1/6—1.
1 1 V9 — 22
65. z=3sent=1I= [ ———dt=——cotgt = —————.
. Sett / 9sen?t g '8 9z
1 1 1 z+1 1 1 1
66. I=— (— )d =—_1 — 1| — =——— + = log|2?
3/ o1 T wo1e et T Tgleslem gy g loslan 4
V3 2z + 1
T+ 1|+ —arct ( )
[+ e\~
merl 1
67. Sim;&—l,IPP:>I:m((m—l—l)logm—l—l);sim:—l,I:§10g2lm|.
1 1

68. senx=t=1=—

5 3sen3 ser21x'
69. 232 =t=1= 3 tsentdt = 3 <x3/2 cos(z®/?) — sen(m3/2)>.
1
70. logx=t=1= /et cos’tdt = B /et(l—i—cos 2t) dt = g+%<2 sen(2log z)+cos(2log ZL‘))
71. IPP tres veces = I = :c(log3x —3log?z + 6logx — 6). Es maés intuitivo hacer primero

CV logz =t y continuar con I PP; lo mismo se puede decir de la siguiente primitiva.
2

72. IPP dos veces = [ = %<log2x —logz + 1).

Problema 4.1.2 Hallando la primitiva en cada intervalo, se tiene

X .
fa) = x2+4+Cl si <0
2eVP(/z — 1) + Cy sio >0

El valor f(0) = 0 implica C; = 0, Cy = 2.
El Teorema fundamental del cdlculo permitira, mas adelante, escribir directamente
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f(z) = £(0) +/ f'(t)dt, por lo que, si x < 0 se tiene
0

T4 2 x
= | gdt=——
f@) /0 @+ 2ra

mientras que para x > 0 es
x
z) :/ eVidt = 2eV7 (V7 — 1) + 2,
0

y se obtiene el mismo resultado. Las primitivas son féciles con los cambios obvios (t = 2tgu y
V't = u, respectivamente).

Problema 4.1.3 Tomando la particién P, = {z; = a + — (b —a),i=0,1,--- ,n}, tenemos

" 7 —Qa a —a n — n _a2n
U =Y+ L —ap?t = =Dy O i= alp—a)+ L= 0D,
i=1 i=1 i=1
inf U, :nh%m Unza(b—a)+(b2a)2_;(b2 2),
1 — —a —a2n
Lo =S (a4 1(b—a))bn —a(b—a)+(26(n_)1>,

1
supL, = lim L, = 5(()2 —a?).

P, n—o0

b
1
Finalmente / rdr = §(b2 —a?).

a 0
Problema 4.1.4 z)/ g(:v)d:c:/ g(z

z)dx = —/ g(y)dy+/ g(z)dz = 0.
—a 0 0
Asi

<>dw+/0ag<

10 2
sen|sensy \r — 3 Tr = senisen 3 —

/6 sen{(z — 8)*}]d / (seny?) dy = 0,

pues el integrando es impar.

i) /_Zh(x)dx—/_Oah(:c)dx—l—/oah(x)dx—/Oah(y)dy+/0ah(:r)d:n.

Problema 4.1.5 i) Poner z — ¢ = y; el drea es invariante por traslaciones.
ii) Poner a + b — x = y; el drea es invariante por simetrias.
ii1) Aplicar 7i) con a + b = 0. La funcién g(x) = f(x) — f(—x) es impar, por lo que se aplica el

problema anterior.
b

b
) —If@)] < f@) < |f( >|:—/ f >|dx</ fa d;v</ \f(2) dr. Versicn integral

de la desigualdad triangular, el valor absoluto de la suma es menor o igual que la suma de los
valores absolutos. .
v) Cambiando z —> — en la segunda integral,

/ dz /da: / dx /“bdx_/“bdx

es decir, log a + log b = log(ab).
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n—oo n

1
Problema 4.1.6 Hay que utilizar la férmula / f(x)dzr = lim — Zf i/n).
0

n

1 1 L | T 1 1 L |
) lim =y ——— = [ —— _dr=". i) U = dx = log 2.
Dl e~ e T O M YT, et

n 1 2
; e”—1 ., L.
i) lim — Ze%/ "= / ¥ dr = ; también se puede calcular la suma geométrica:
n—oo N pt 0 2
1 e2(nt1)/n _ e2/n x(e2(x+1) _ eQm) e2 1
lim = lim =
n—oo n e2/n — z—0 er — 1 2

Problema 4.1.7

n 1 n
L :exp< lim flog H 1+ k/n) ):exp< li)m %Zlog(l—i—k‘/n))

n—oo M, Pt

1
4
= exp(/ log(1 + z) da;) = ¢?log2-1 — o
0

Problema 4.1.8 i)z < 0= F(z) = / (=1)dt = —x —1;
-1

x>O:>F(x):F(O)—|—/ ldt=—1+ux.
0

—rx—1 si —-1<x2<0
:>F($)_{ r—1 s 0<z<1.
2

i) < 0= F(z) :/:(—tet)dt:em(l—:z:) S

(&

x
2
:c>O:>F(:L‘):F(O)—|—/ tetdt =2 - = —e *(z+1).
0 €
2
e’(1—x)— - si —1<x<0
e
2
2———eP(x+1) si 0<z<1.
e

iii)xé;;*F(w):/x(l—t)dt:;(2+x—x2);

2
-1
€T
1
x>:>F(x):F(1/2)+/ (= Syat= L2~ 2n 4 5).
1/2 2 4
1
~24+2z—-2%) si —1<z<=
—(22% — 2z +5) si §§m§1

1
iv)a:§0:>F(:r):/ t2dt:§(m3+1);
—1

:c>O:>F(x):F(O)—l—/m(t2—1)dt::13(903—390-1-1).
0

1
@) §(:1;3+1) si —1<2<0
= F(z) =
1
g(:,;3—3:,;+1) si 0<z<l1.
x
v)xSOéF(w)—/ ldt=x+1;
-1

x>O:>F(x):F(O)+/$(t+1)dt:;(902+2x+2).
0
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r+1 si —1<x<0
= F(z) = 1
() §(x2—|—2x+2) si 0<zx<1.

vi) F(m):/ ldt =x+1.
-1

)1 1 = cos(m :g sen(mx ;
mz)x§2éF(x)—/_1 (mt/2) dt 71(1+ (mz/2));

x> % = F(x)=F(1/2) + /w cos(7t/2) dt = g(1 + V2 — cos(mx/2)).
1/2 0
g(1 + sen(mz/2)) si —1<zx< 1
;(14‘\/5—008(71'1'/2)) st 5 <z <1

Problema 4.1.9

1 o2
2t 1
i) Ver—1=t = I:/ dt:2(t—arctgt)’ :2—E;
0

1+t 0 2
también
e = sec’ t = I:2/ tg%dtzQ(tgt—t)‘Z :2—%
0
71'/3 /3
it) x =sect = I:/ tgztdt:(tgt—t);r :\/g_g;
0
también
V32 V3 -
P = I= dt = (¢ —arctgt)| = V3 7.

4.2. Teorema fundamental del calculo.

Problema 4.2.1 i) |F(z) — F(y)| < / |f(t)]dt < M|z —yl.
y
0 < lim |F(x) — F(y)| < lim M|z —y| = 0.
i1) F es derivable si y s6lo si f es continua, y en ese caso F'(x) = f(x). Un ejemplo del caso

1
contrario es f(x) = { 1 iiz = F(z) = |xr —al; f no es continua en x = a, F' es no

derivable en el mismo punto.

e’ ™
Problema 4.2.2 i) F'(z) = — 32 — —2u.
x x

N 322 — 322 622
i) F'(x) = - = .
1+sen?(x3) 1+sen?(z3) 1+ sen?(a3)
sen
0 ) — .
i) F'(w) 1+ senS( [ sen3 tdt) + ([, sen?t dt)?
12
y fi taVidifg oy
w) F'(z) = — .
[ tgVidt

v) F'(x) = 20 /Oxf(t) dt + 22/ ().
vi) F'(x) = cos (/Orv sen (/Oy sen® t dt) dy) sen (/Ox sen’ t dt).

Problema 4.2.3 f/(z) =e (@1 —¢20-) 0= (s —1)2=2(z—1)=2z=10z=3. Se
obtiene que f crece en (1,3) y decrece en (3,00). El méximo se alcanza en x = 3. Para estudiar



4 Integracion en una variable 9

(o) o
.. . . a2 _ 1
el minimo necesitamos utilizar los valores / e ¥ dr = ~—, / e 2 dr = =. Comparamos
0 0

.
Jr—1
2

entonces lim f(x) = y f(1) =0, por lo que el minimo se alcanza en x = 1.

T—00

x

Problema 4.2.4 i) La funcién F(z) = / e’dt — 1 es mondtona creciente (F'(z) = ™ > 0)
0

y verifica F'(0) = —1, F(1) >0

i) G'(z) = 2zsenz?es™® =0 =z, = V/am n € N (z >
0). El signo de la derivada entre cada par de puntos criticos
Viene dado por el signo de senz?, por lo que G'(z) > 0 en 1

x € U (V2km,\/(2k + 1)) y G'(z) < 0 en el complementario.

15

Asi los puntos criticos x, son minimos si n = 2k y maximos si

n = 2k + 1. Evaluando la segunda derivada se obtiene el mismo N - = =

resultado pues G”(xy,) = 4(—1)"n.

Problema 4.2.5 ¢ = —2ztg(a?) = r=y = —2{/n/4(x — /7/4).
Problema 4.2.6 Utilizando L’Hopital,

, e -1 1 . . senz® 1
i) L—il_r% 52 3 i1) L= lim ==

Problema 4.2.7

2t 2t 1
Lt = lim i 22telel g 2rter L
z—0t 213 r—0t 612 z—0 6x2 3
2t —9rt 1
i To: 1 L L L
z—0— 622 z—0 622 3

Problema 4.2.8 i) Utilizando el desarrollo del seno, e intercambiando suma e integral,
nt2n 0 (_1)nx2(2n+1)
/ Z (2n+1)! 2()(2n+1)(2n+1)!'

2 2
i7) Utilizando el desarrollo anterior y el desarrollo del coseno, L = lim LO() =
2—0 22 /2 + o(x?)
S

1/n2 T a—0 g2

=1.

ii1) La serie converge pues lim
n—oo

v dt
Problema 4.2.9 Si F(z) = / no depende de z,

—-1/z a? + t2
1 1

ol 2.2 _ 2. 2 _
O_F(x)_a2+x2_x2(a2+1/a:2)<:>am +1l=a"+2"Vr & a==l
2n+1
Probl 4.2.10 ¢ =3 fdt—S
roblema i) g(x) +/ Z i +Z Gnt il

i7) El polinomio anterior indica
25
=3+ =

es decir, g"(0) =0 para k =1,--- ,4, ¢”(0) = 1/5. Asi 2 = 0 es un punto de inflexién de g.
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9(0)
Problema 4.2.11 ) Sustituyendo en z = 0, / (et2 + e_tz)dt =0 = ¢g(0) = 0, pues el
0

integrando es positivo. Derivando

3

9°@) 4 o=@/ (1) — 322 — —
(o) 4 g (2) ~ 30 = 17 =0,
que en z = 0 implica ¢’(0) = 3 = § Por el teorema de la funcién inversa
e9°(0) 4 ¢—9%(0) 2
1 2
—1y/
0) = = .

iii) Como ¢’ es continua y no se anula cerca de 0, se tiene que (¢g~1)’ es continua. Aplicando
L’Hopital,
-1y —1y/
4
L V) (0)

=0 g@) | g0) o

4.3. Aplicaciones.

Problema 4.3.1

1 2—x 11/6 2—x 71
) A = 2_ + —2)2 = —.
i) /1/2(33 G ) dx /1 ((x—2) G ) dx 169

1
2 3
i1) Por simetria,A:4/1/2\/1—x2da::;—\g.

12 9y L | 29—z
jii) A = d d —)dx =log?2;
i) /0 14z ﬂH_/l/Q 1+z $+/1 (1+x) T =084

1/2 1 11/6 2

1
1
despejando las curvas en y el drea es mas facil de calcular: A = / TT0 dy = log 2.
0 )

b
8
iv) Por simetria, A = 2/ (b—2)Vr—ade = 1—5(13 —a)®?,

12 1 2
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N

Problema 4.3.2 Por simetria

U1 —a?) ™/t tgt(1 — tg2t) ya\
A =2 ———dx =2 -
/0 (22 4 1)3/2 d /0 sect dt 4

/4
:2/ (2sent — Semt)dt_2(3 2V2).
0 cos?

-1

1 [P
Problema 4.3.3 Utilizamos la férmula del drea en coordenadas polares, A = 3 / p*(6) de.
01

1 2

i) A= —/ <a2(t —sent)sent — a*(1 — cost)2> dt = 3ma®.
2 Jo
1 [ 4

VA — - 202 49 — * 13,2

i7) 5 a“6* do 37 e

12

/6 1
iii) A = / a®cos? 30 df = —ma’.
0

0
w/4 1
i) A / a? cos 20 df = ~a*
0 2
/2

u

-

Problema 4.3.4

i) A /OO<1 -4 )dac—Sarctg(:v/2)’ = 4m.

22 +4
) A= 1— — _log(1+e )"
/ 1+e—w>d‘” og(1+e )|

i) A / / f, donde /f / 1_);/5 dr =

2 / cos 2u du = sen 2u = T mediante el cambio z = tg? u;
x

= log 2.

asi A = ‘ — = 2. (Si realizamos también el cambio en los limites de integracién,
1+x 1+x
/2 &0 1 * 1
quedaria A = sen2u‘0 — sen 2“‘77/4 =2)w) A= 8/1 CETNE dr = 8/2 o dt = 2.
1
1/2




4 Integracion en una variable 12

1
Problema 4.3.5 A= / (Vz — 2% dx =
0

27
Problema 4.3.6 i)V = 7r/ (1 +senx)? dx = 3n%;
0

ii)V—Qﬂ/ ((2a+\/a2—x2)2—(2a—\/a2—x2)2>dx—167ra/ Va2 — 22 dx = 8n%a?;
0 0

2R R 28
1) V = 27T/ (A4R? — 2?)dx — 2r | (4R* — 2?)dzx = ?TFR?);
0 0
T 1
)V = 7r/ (2% —sen’z) dz = 67r2(27r2 —3);
0

2

4
?(a2 —2?)dx = §7rab2;

@b 4 e 2b
Vy = 47‘(’/ —zva? —x?dr = gﬂazb. i) A=2 [ —+/a?— 22dx = 2mab.
0o @ o @

“b
Problema 4.3.8 i) A = 4/ —Va? — 2 dx = wab;
0o a

b > 4 4 4
i) V = 2/ mac(l — b—2) dy = gwabc. i) c=b=V, = gTrabQ; c=a=V,= gﬂ'azb.
0

Problema 4.3.7 i)V, = 27?/
0

2 /2 _ —x/2 2 29 1
Problema 4.3.9 i) L = / \/1 + (L) dx = / (e 4 e dr = e — =
0 2 0 2 €

(escribiendo y = 2 cosh(x/2) la integral es mas facil, L = 2senh 1).

2m 2m s
ii)L:/ Va2(1 — cost)? + a2sentdt = a \/2—2costdt:2a/ | sent|dt
0
™

2
0 0

= 4a/ sentdt = 8a.

O8 8
m)L:4/ \/1+a:2/3(4—x2/3)dm:8/ 2~ V3 dg = 48.
0 0

2a

/

2 ‘ 2ma -8

a 2 _ .2
iU)L:/ \/1—|—a 2x dr = alog?2.
a/2 &z

27
/ V(1 +cos0)? +sen2df =
0

=
h
I

2m T
V2 +2cosfdb :2/ | cos 6] do = 8.

2
0 0

—
—

2

a/2 a




