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4. Integración en una variable

4.1. Cálculo de primitivas.

Problema 4.1.1

1. IPP ⇒ I = x
(1
2
tg(2x)− x

)
−

∫ (1
2
tg(2x)− x

)
dx =

1

4

(
2x tg(2x) + log | cos(2x)| − 2x2

)
.

2. tg x = t ⇒ I =

∫
t3(t2 + 1) dt =

1

6
tg6 x+

1

4
tg4 x.

3.
√
x = t ⇒ I =

∫
2t(t+ 1)

t2 + 3
dt = 2

∫ (
1 +

t

t2 + 3
− 3

t2 + 3

)
dt = 2

√
x + log |x + 3| −

2
√
3 arc tg(

√
x/3).

4.
√

1− (x+ 1)2 = t y utilizando el desarrollo (x+3)3 = (x+1+2)3 = (x+1)3 +6(x+1)2 +

12(x + 1) + 8 ⇒ I =

∫ (
t2 − 13 − 6(1 − t2)1/2 − 8(1 − t2)−1/2

)
dt =

1

3
t3 − 13t − 11 arc sen t −

3t(1 − t2)1/2 =
1

3
(1 − (x + 1)2)3/2 − 13(1 − (x + 1)2)1/2 − 11 arc sen((1 − (x + 1)2)1/2) − 3(1 −

(x+ 1)2)1/2(x+ 1)2, pues

∫ √
1− t2 dt =

1

2
arc sen t+

1

2
t
√

1− t2 después del cambio t = senu.

También puede ser apropiado el cambio desde el inicio x+ 1 = senu.
5. Descomponer en suma de fracciones simples, o más fácil CV x− 1 = t ⇒
I =

∫ (1
t
+

2

t2
+

1

t3

)
dt = log |x+ 1| − 2

x− 1
− 1

2(x− 1)2
.

6. x = sec t ⇒ I =

∫
(sec t + sec3 t) dt =

1

2
(sec t tg t + 3 log | sec t + tg t|) =

1

2
(x
√

x2 − 1 +

3 log |x+
√
x2 − 1|), véase 56. Como esta última integral se puede hacer mediante CV sen t = u,

un único cambio desde el principio (nada intuitivo) seŕıa x =
1√

1− u2
⇒ I =

∫
2− u2

(1− u2)2
du =∫ ( 3/4

1 + u
+

1/4

(1 + u)2
+

3/4

1− u
+

1/4

(1− u)2

)
du =

1

4

(
3 log

∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣+ 2u

1− u2

)
=

1

4

(
3 log

∣∣∣∣∣x+
√
x2 − 1

x−
√
x2 − 1

∣∣∣∣∣+
2x

√
x2 − 1

)
=

1

2
(3 log |x+

√
x2 − 1|+ x

√
x2 − 1).

7. cosx = t ⇒ I =

∫
t8

t2 − 1
dt =

1

7
cos7 x+

1

5
cos5 x+

1

3
cos3 x+ cosx− log | cosecx− cotg x|.

8. I = − log | senx+ cosx|.
9. IPP dos veces ⇒ I =

1

π2
ex(senπx− π cosπx)− I

π2
⇒ I =

1

π2 + 1
ex(senπx− π cosπx).

10. tg x = t ⇒ I =

∫
(t2 + 1) dt =

1

3
tg3 x+ tg x.

11. I =

∫
1− cos 2x

2
dx =

x

2
− 1

4
sen 2x.

12. I =

∫
(1− cos 2x)2

4
dx =

1

4

∫ (
1− 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx =

3

8
x− 1

4
sen 2x+

1

32
sen 4x.

13. I =
x

2
+

1

4
sen 2x.

14. I =

∫
(1 + cos 2x)3

8
dx =

1

8

∫ (
1 + 3 cos 2x + 3

1 + cos 4x

2
+ cos 2x(1 − sen2 2x)

)
dx =

5

16
x+

1

4
sen 2x+

3

64
sen 4x− 1

48
sen3 2x.

15. I =
1

4

∫
sen2 2x dx =

x

8
− 1

32
sen 4x.

16. 3+
√
2x+ 5 = t ⇒ I =

∫
t− 3

t
dt =

√
2x+ 5+3−3 log(3+

√
2x+ 5); poniendo

√
2x+ 5 =

u ⇒ I =

∫
u

u+ 3
dt =

√
2x+ 5− 3 log(3 +

√
2x+ 5); ambas se diferencian en una constante.
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17.

√
x− 1

x+ 1
= t ⇒ I =

∫
4t2

(1− t2)2
dt =

∫ ( 1

(1 + t)2
+

1

(1− t)2
− 1

1 + t
− 1

1− t

)
dt =

2t

1− t2
− log

∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣ = √
x2 − 1− log |x+

√
x2 − 1|. El cambio desde el inicio (no obvio) x = secu

lleva a I =

∫
(sec2 u− secu) du = tg u− log | secu+ tg u| =

√
x2 − 1− log |x+

√
x2 − 1|.

18. 3
√
x = t ⇒ I =

∫
3t2 arc tg t dt; ahora IPP ⇒ I = t3 arc tg t−

∫
t3

1 + t2
dt = x arc tg(x1/3)−

1

2
x2/3 +

1

2
log(1 + x2/3).

19.
√√

x+ 1 = t ⇒ I =

∫
4t2(t2 − 1) dt =

4

5
(
√
x+ 1)5/2 − 4

3
(
√
x+ 1)3/2.

20.
√
x+ 2 = t ⇒ I =

∫
2t2

1 + t
dt = x+ 2− 2

√
x+ 2 + 2 log(1 +

√
x+ 2).

21.
√
2 + ex = t ⇒ I =

∫
2t2

t2 − 2
dt = 2

√
2 + ex + 2

√
2 log(

√
2 + ex +

√
2)−

√
2x.

22. senx = t ⇒ I =

∫
et(1− t2) dt, ahora IPP dos veces ⇒ I = −(1− senx)2esenx.

23. I =

∫
senx(1− cos2 x)2 dx = − cosx+

2

3
cos3 x− 1

5
cos5 x.

24. I =

∫
cosx(1− sen2 x) sen2 x dx =

1

3
sen3 x− 1

5
sen5 x.

25. I =

∫
(sec2 x− 1) dx = tg x− x.

26. I =

∫
tg x(sec2 x− 1) dx =

1

2
tg2 x+ log | cosx|.

27. x = sen t ⇒ I =

∫
sen3 t cos2 t dt = −1

3
cos3 t +

1

5
cos5 t = −1

3
(1 − x2)3/2 +

1

5
(1 − x2)5/2.

También se puede hacer CV
√
1− x2 = u ⇒ I =

∫
u2(u2 − 1) du =

u5

5
− u3

3
=

1

5
(1− x2)5/2 −

1

3
(1− x2)3/2.

28. t = tg(x/2) ⇒ senx =
2t

1 + t2
, cosx =

1− t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
⇒ I =

∫
3 + 2t− 3t2

t(t2 + 3)
dt =∫ (1

t
+

−4t+ 2

t2 + 3

)
dt = log |t| − 2 log(t2 + 3) +

2√
3
arc tg(t/

√
3) =

log
∣∣∣ tg(x/2)

(tg2(x/2) + 3)2

∣∣∣+ 2√
3
arc tg

( 1√
3
tg(x/2)

)
.

29. t = tg(x/2) ⇒ I =

∫
2(3 + 2t− 3t2)

(1 + t2)(3 + t2)
dt = log

∣∣∣tg2(x/2) + 1

tg2(x/2) + 3

∣∣∣+3t− 12√
3
arc tg

( 1√
3
tg(x/2)

)
.

30. sen 3x = t ⇒ I =
1

3

∫
t2

(1− t2)3
dt =

1

48

( 4t

(1− t2)2
− 2t

1− t2
+ log

∣∣∣1− t

1 + t

∣∣∣) =

1

24

(
2 sec 3x tg 3x− tg 3x− log | sec 3x+ tg 3x|

)
.

31. I =

∫ (
4x+ 7 +

4x2 − 29x+ 27

(x+ 3)(x− 3)(x− 2)

)
dx = 2x2 + 7x+ log

∣∣∣(x+ 3)5(x− 2)3

(x− 3)4

∣∣∣.
32. log x = t ⇒ I =

∫
et cos t dt, que se resuelve mediante IPP dos veces; también se puede

hacer desde el principio IPP dos veces⇒ I = x cos(log x)+x sen(log x)−I ⇒ I =
x

2

(
cos(log x)+

sen(log x)
)
.

33. ex = t ⇒ I =

∫
t3

t2 + t+ 2
dt =

∫ (
t− 1− t− 1/2

t2 + t+ 2
+

5/2

(t+ 1/2)2 + 7/4

)
dt =
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1

2
e2x − ex − 1

2
log(e2x + ex + 2) +

5√
7
arc tg

(2ex + 1√
7

)
.

34.
√

1 + 3
√
x = t ⇒ I =

∫
6t2(t2 − 1) dt =

6

5
(1− x1/3)5/2 − 2(1− x1/3)3/2.

35. x = tg t ⇒ I =

∫
sen3 t cos t dt =

x3

3(1 + x2)3/2
.

36. I = 2arc tg(x− 1).
37. I = tg x.

38. 3
√
x+ 2 = t ⇒ I =

∫
3t

t3 − 1
dt = log

∣∣∣(x+ 2)1/3 − 1
∣∣∣− 1

2
log

∣∣∣(x+ 2)2/3 + (x+ 2)1/3 + 1
∣∣∣+

√
3 arc tg

(2(x+ 2)1/3 + 1√
3

)
.

39. I = −1

3
(x2 + 1)−3/2.

40. x = sen t ⇒ I =

∫
tg2 t dt =

x√
1− x2

− arc senx.

41.
√
ex − 1 = t ⇒ I =

∫
2t2

t2 + 1
dt = 2(

√
ex − 1− arc tg(

√
ex − 1));

otro cambio posible, ex = sec2 t ⇒ I =

∫
2 tg2 t dt = 2(tg t− t) = 2

(√
ex − 1−arc tg(

√
ex − 1)

)
.

42. I =
3

x
+ 5 log |x− 1| − 3 log |x|.

43.
√

1−
√
x = t ⇒ I = −4

∫
t(1 + t) dt = −2(1−

√
x)− 4

3
(1−

√
x)3/2;

otro cambio posible,
√
x = t ⇒ I = 2

∫ (
1 +

√
1− t

)
dt = 2t− 4

3
(1− t)4/3.

44. I =

∫
(1 + senx)(1− cosx)

sen2 x
dx =

∫ ( 1

sen2 x
+

1

senx
− cosx

sen2 x
− cosx

senx

)
dx =

− cotg x− log | cosecx+ cotg x|+ cosecx+ log | cosecx| = 1− cosx

senx
− log(1 + cosx).

45.
√
x− 1 = t ⇒ I =

∫
2t2(t2 + 1)2 dt =

2

7
(x− 1)7/2 +

4

5
(x− 1)5/2 +

2

3
(x− 1)3/2.

46. tg x = t ⇒ I =

∫
(1 + t2)2 dt = tg x+

2

3
tg3 x+

1

5
tg5 x.

47. 1 + x2 = t ⇒ I =

∫
t− 1

2t3
dt = − 1

2(1 + x2)
+

1

4(1 + x2)2
= − 1 + 2x2

4(1 + x2)2
. También CV

x = tg u ⇒ I =

∫
tg3 u

sec4 u
dt =

∫
sen3 u cosu du =

sen4 u

4
=

x4

4(1 + x2)2
; basta comprobar que

ambos resultados difieren en una constante.

48. ex = t ⇒ I =

∫
t

t2 − 4
dt =

1

2
log

∣∣e2x − 4
∣∣.

49.
√
1 + x = t ⇒ I =

∫
2

t2 + 1
dt = 2arc tg

(√
1 + x

)
.

50. 1 + 3
√
1− x = t ⇒ I =

∫ (
− 3t + 6 − 3

t

)
dt = −3

2

(
1 + 3

√
1− x

)2
+ 6

(
1 + 3

√
1− x

)
−

3 log
(
1 + 3

√
1− x

)
= 9(1− x)1/3 +

9

2
(1− x)2/3 − 3 log(1 + (1− x)1/3) + C.

51. IPP dos veces ⇒ I =
1

2
ex sen 2x+

1

4
ex cos 2x− 1

4
I ⇒ I =

1

5
ex(2 sen 2x+ cos 2x).

52. IPP ⇒ I =
1

9
x3(3 log x− 1).

53. I =

∫
senx(1− cos2 x) cos2 x dx = −1

3
cos3 x+

1

5
cos5 x.

54. I =

∫ (1 + cos2 x

2

)2
dx =

1

4

∫ (
1+2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx =

3

8
x+

1

4
sen 2x+

1

32
sen 4x.
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55. tg x = t ⇒ I =

∫
t4

1 + t2
dt =

∫ (
t2 − 1 +

1

1 + t2

)
dt =

1

3
tg3 x− tg x+ x.

56. senx = t ⇒ I =

∫
1

(1− t2)2
dt =

1

4
log

∣∣∣1− t

1 + t

∣∣∣− 1

4

( 1

1 + t
− 1

1 + t

)
=

1

2
log | secx+ tg x|+

1

2
secx tg x; otra forma, IPP ⇒ I = secx tg x−

∫
secx tg2 x dx = secx tg x+

∫
secx dx− I ⇒

I =
1

2

(
secx tg x+

∫
secx dx

)
.

57. I =

∫
1 + senx

cos2 x
dx = tg x+ secx.

58. log x = t ⇒ I =

∫
et sen t dt =

1

2
et(sen t− cos t) =

1

2
x(sen(log x)− cos(log x)).

59. x = sen t ⇒ I =

∫
1

sen2 t
dt = − cotg t = −

√
1− x2

x
.

60. I =
√
1 + x2.

61.
√
e2x − 1 = t ⇒ I =

∫
1

t2 + 1
dt = arc tg t = arc tg

(√
e2x − 1

)
. También CV ex = sec t ⇒

I =

∫
dt = arcsec(ex). Obsérvese que arcsec(ex) = arc cos(e−x) = arc tg

(√
e2x − 1

)
.

62. ex = t ⇒ I =

∫
t3

t2 + 2t+ 2
dt =

∫ (
t− 2 +

2t+ 2

t2 + 2t+ 2
+

2

t2 + 2t+ 2

)
dt =

1

2
e2x − 2ex +

log(e2x + 2ex + 2) + 2 arc tg(ex + 1).

63. I =

∫ (
x− x

(x2 − 1)2

)
dx =

x2

2
+

1

2(x2 − 1)
.

64. (1− 2x)1/6 = t ⇒ I = −3

∫
t2

t− 1
dt = −3

2
(1− 2x)2 − 3(1− 2x)1/6 − 3 log

∣∣∣(1− 2x)1/6 − 1
∣∣∣.

65. x = 3 sen t ⇒ I =

∫
1

9 sen2 t
dt = −1

9
cotg t = −

√
9− x2

9x
.

66. I =
1

3

∫ (
− 1

x− 1
+

1

(x− 1)2
+

x+ 1

x2 + x+ 1

)
dx = −1

3
log |x− 1| − 1

3(x− 1)
+

1

6
log |x2 +

x+ 1|+
√
3

9
arc tg

(2x+ 1√
3

)
.

67. Si m ̸= −1, IPP ⇒ I =
xm+1

(m+ 1)2
((m+ 1) log |x|+ 1); si m = −1, I =

1

2
log2 |x|.

68. senx = t ⇒ I = − 1

3 sen3 x
+

1

senx
.

69. x3/2 = t ⇒ I =
2

3

∫
t sen t dt =

2

3

(
x3/2 cos(x3/2)− sen(x3/2)

)
.

70. log x = t ⇒ I =

∫
et cos2 t dt =

1

2

∫
et(1+cos 2t) dt =

x

2
+

x

10

(
2 sen(2 log x)+cos(2 log x)

)
.

71. IPP tres veces ⇒ I = x
(
log3 x − 3 log2 x + 6 log x − 6

)
. Es más intuitivo hacer primero

CV log x = t y continuar con IPP ; lo mismo se puede decir de la siguiente primitiva.

72. IPP dos veces ⇒ I =
x2

2

(
log2 x− log x+ 1

)
.

Problema 4.1.2 Hallando la primitiva en cada intervalo, se tiene

f(x) =


x

x2 + 4
+ C1 si x < 0

2e
√
x(
√
x− 1) + C2 si x > 0

El valor f(0) = 0 implica C1 = 0, C2 = 2.
El Teorema fundamental del cálculo permitirá, más adelante, escribir directamente
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f(x) = f(0) +

∫ x

0
f ′(t) dt, por lo que, si x < 0 se tiene

f(x) =

∫ x

0

4− t2

(4 + t2)2
dt =

x

x2 + 4
,

mientras que para x > 0 es

f(x) =

∫ x

0
e
√
t dt = 2e

√
x(
√
x− 1) + 2 ,

y se obtiene el mismo resultado. Las primitivas son fáciles con los cambios obvios (t = 2 tg u y√
t = u, respectivamente).

Problema 4.1.3 Tomando la partición Pn = {xi = a+
i

n
(b− a), i = 0, 1, · · · , n}, tenemos

Un =

n∑
i=1

(a+
i

n
(b− a))

b− a

n
=

a(b− a)

n

n∑
i=1

1 +
(b− a)2

n2

n∑
i=1

i = a(b− a) +
(b− a)2(n+ 1)

2n
;

ı́nf
Pn

Un = ĺım
n→∞

Un = a(b− a) +
(b− a)2

2
=

1

2
(b2 − a2);

Ln =
n∑

i=1

(a+
i− 1

n
(b− a))

b− a

n
= a(b− a) +

(b− a)2n

2(n− 1)
;

sup
Pn

Ln = ĺım
n→∞

Ln =
1

2
(b2 − a2).

Finalmente

∫ b

a
x dx =

1

2
(b2 − a2).

Problema 4.1.4 i)

∫ a

−a
g(x) dx =

∫ 0

−a
g(x) dx+

∫ a

0
g(x) dx = −

∫ a

0
g(y) dy +

∫ a

0
g(x) dx = 0.

Aśı ∫ 10

6
sen[sen{(x− 8)3}] dx =

∫ 2

−2
sen(sen y3) dy = 0,

pues el integrando es impar.

ii)

∫ a

−a
h(x) dx =

∫ 0

−a
h(x) dx+

∫ a

0
h(x) dx =

∫ a

0
h(y) dy +

∫ a

0
h(x) dx.

Problema 4.1.5 i) Poner x− c = y; el área es invariante por traslaciones.
ii) Poner a+ b− x = y; el área es invariante por simetŕıas.
iii) Aplicar ii) con a+ b = 0. La función g(x) = f(x)− f(−x) es impar, por lo que se aplica el
problema anterior.

iv) −|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| ⇒ −
∫ b

a
|f(x)| dx ≤

∫ b

a
f(x) dx ≤

∫ b

a
|f(x)| dx. Versión integral

de la desigualdad triangular, el valor absoluto de la suma es menor o igual que la suma de los
valores absolutos.
v) Cambiando x → x

a
en la segunda integral,

∫ a

1

dx

x
+

∫ b

1

dx

x
=

∫ a

1

dx

x
+

∫ ab

a

dx

x
=

∫ ab

1

dx

x
,

es decir, log a+ log b = log(ab).
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Problema 4.1.6 Hay que utilizar la fórmula

∫ 1

0
f(x) dx = ĺım

n→∞

1

n

n∑
i=1

f(i/n).

i) ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

1

1 + (i/n)2
=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4
. ii) ĺım

n→∞

1

n

n∑
i=1

1

1 + i/n
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = log 2.

iii) ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

e2i/n =

∫ 1

0
e2x dx =

e2 − 1

2
; también se puede calcular la suma geométrica:

ĺım
n→∞

1

n

e2(n+1)/n − e2/n

e2/n − 1
= ĺım

x→0

x(e2(x+1) − e2x)

e2x − 1
=

e2 − 1

2
.

iv) ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

1√
1− (i/n)2

=

∫ 1

0

1√
1− x2

dx =
π

2
.

Problema 4.1.7

L = exp
(

ĺım
n→∞

1

n
log

( n∏
k=1

(1 + k/n)
))

= exp
(

ĺım
n→∞

1

n

n∑
k=1

log(1 + k/n)
)

= exp
(∫ 1

0
log(1 + x) dx

)
= e2 log 2−1 =

4

e
.

Problema 4.1.8 i) x ≤ 0 ⇒ F (x) =

∫ x

−1
(−1) dt = −x− 1;

x > 0 ⇒ F (x) = F (0) +

∫ x

0
1 dt = −1 + x.

⇒ F (x) =

{
−x− 1 si −1 ≤ x ≤ 0
x− 1 si 0 ≤ x ≤ 1.

ii) x ≤ 0 ⇒ F (x) =

∫ x

−1
(−tet) dt = ex(1− x)− 2

e
;

x > 0 ⇒ F (x) = F (0) +

∫ x

0
te−t dt = 2− 2

e
− e−x(x+ 1).

⇒ F (x) =


ex(1− x)− 2

e
si −1 ≤ x ≤ 0

2− 2

e
− e−x(x+ 1) si 0 ≤ x ≤ 1.

iii) x ≤ 1

2
⇒ F (x) =

∫ x

−1
(
1

2
− t) dt =

1

2
(2 + x− x2);

x >
1

2
⇒ F (x) = F (1/2) +

∫ x

1/2
(t− 1

2
) dt =

1

4
(2x2 − 2x+ 5).

⇒ F (x) =


1

2
(2 + x− x2) si −1 ≤ x ≤ 1

2
1

4
(2x2 − 2x+ 5) si

1

2
≤ x ≤ 1.

iv) x ≤ 0 ⇒ F (x) =

∫ x

−1
t2 dt =

1

3
(x3 + 1);

x > 0 ⇒ F (x) = F (0) +

∫ x

0
(t2 − 1) dt =

1

3
(x3 − 3x+ 1).

⇒ F (x) =


1

3
(x3 + 1) si −1 ≤ x ≤ 0

1

3
(x3 − 3x+ 1) si 0 ≤ x ≤ 1.

v) x ≤ 0 ⇒ F (x) =

∫ x

−1
1 dt = x+ 1;

x > 0 ⇒ F (x) = F (0) +

∫ x

0
(t+ 1) dt =

1

2
(x2 + 2x+ 2).
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⇒ F (x) =

{
x+ 1 si −1 ≤ x ≤ 0

1

2
(x2 + 2x+ 2) si 0 ≤ x ≤ 1.

vi) F (x) =

∫ x

−1
1 dt = x+ 1.

vii) x ≤ 1

2
⇒ F (x) =

∫ x

−1
cos(πt/2) dt =

2

π
(1 + sen(πx/2));

x >
1

2
⇒ F (x) = F (1/2) +

∫ x

1/2
cos(πt/2) dt =

2

π
(1 +

√
2− cos(πx/2)).

⇒ F (x) =


2

π
(1 + sen(πx/2)) si −1 ≤ x ≤ 1

2
2

π
(1 +

√
2− cos(πx/2)) si

1

2
≤ x ≤ 1.

Problema 4.1.9

i)
√
ex − 1 = t ⇒ I =

∫ 1

0

2t2

1 + t2
dt = 2(t− arc tg t)

∣∣∣1
0
= 2− π

2
;

también

ex = sec2 t ⇒ I = 2

∫ π/4

0
tg2 t dt = 2(tg t− t)

∣∣∣π/4
0

= 2− π

2
.

ii) x = sec t ⇒ I =

∫ π/3

0
tg2 t dt = (tg t− t)

∣∣∣π/3
0

=
√
3− π

3
;

también

√
x2 − 1 = t ⇒ I =

∫ √
3

0

t2

1 + t2
dt = (t− arc tg t)

∣∣∣√3

0
=

√
3− π

3
.

4.2. Teorema fundamental del cálculo.

Problema 4.2.1 i) |F (x)− F (y)| ≤
∫ x

y
|f(t)| dt ≤ M |x− y|.

0 ≤ ĺım
x→y

|F (x)− F (y)| ≤ ĺım
x→y

M |x− y| = 0.

ii) F es derivable si y sólo si f es continua, y en ese caso F ′(x) = f(x). Un ejemplo del caso

contrario es f(x) =

{
1 x > a
−1 x < a

⇒ F (x) = |x − a|; f no es continua en x = a, F es no

derivable en el mismo punto.

Problema 4.2.2 i) F ′(x) =
ex

3

x3
3x2 − ex

2

x2
2x.

ii) F ′(x) =
3x2

1 + sen2(x3)
− −3x2

1 + sen2(x3)
=

6x2

1 + sen2(x3)
.

iii) F ′(x) =
sen3 x

1 + sen6(
∫ x
1 sen3 t dt) + (

∫ x
1 sen3 t dt)2

.

iv) F ′(x) =
e
∫ x2

1 tg
√
t dt tg x 2x∫ x2

1 tg
√
t dt

.

v) F ′(x) = 2x

∫ x

0
f(t) dt+ x2f(x).

vi) F ′(x) = cos
(∫ x

0
sen

( ∫ y

0
sen3 t dt

)
dy

)
sen

( ∫ x

0
sen3 t dt

)
.

Problema 4.2.3 f ′(x) = e−(x−1)2 − e−2(x−1) = 0 ⇒ (x− 1)2 = 2(x− 1) ⇒ x = 1 o x = 3. Se
obtiene que f crece en (1, 3) y decrece en (3,∞). El máximo se alcanza en x = 3. Para estudiar
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el mı́nimo necesitamos utilizar los valores

∫ ∞

0
e−x2

dx =

√
π

2
,

∫ ∞

0
e−2x dx =

1

2
. Comparamos

entonces ĺım
x→∞

f(x) =

√
π − 1

2
y f(1) = 0, por lo que el mı́nimo se alcanza en x = 1.

Problema 4.2.4 i) La función F (x) =

∫ x

0
et

2
dt− 1 es monótona creciente (F ′(x) = ex

2
> 0)

y verifica F (0) = −1, F (1) > 0.

ii) G′(x) = 2x senx2esenx2
= 0 ⇒ xn =

√
nπ, n ∈ IN (x >

0). El signo de la derivada entre cada par de puntos cŕıticos
viene dado por el signo de senx2, por lo que G′(x) > 0 en

x ∈
∞∪
k=0

(
√
2kπ,

√
(2k + 1)π) y G′(x) < 0 en el complementario.

Aśı los puntos cŕıticos xn son mı́nimos si n = 2k y máximos si
n = 2k+1. Evaluando la segunda derivada se obtiene el mismo
resultado pues G′′(xn) = 4(−1)nnπ.

5

10

15

√

π

√

3π
√

5π
√

7π

Problema 4.2.5 y′ = −2x tg(x4) ⇒ r ≡ y = −2 4
√

π/4(x− 4
√

π/4).

Problema 4.2.6 Utilizando L’Hôpital,

i) L = ĺım
x→0

ex
2 − 1

3x2
=

1

3
, ii) L = ĺım

x→0

senx3

4x3
=

1

4
.

Problema 4.2.7

L+ = ĺım
x→0+

∫ x2

0
tg(

√
t) dt

2x3
= ĺım

x→0+

2x tg |x|
6x2

= ĺım
x→0

2x tg x

6x2
=

1

3
,

L− = ĺım
x→0−

2x tg |x|
6x2

= ĺım
x→0

−2x tg x

6x2
= −1

3
.

Problema 4.2.8 i) Utilizando el desarrollo del seno, e intercambiando suma e integral,

f(x) =

∫ x2

0

∞∑
n=0

(−1)nt2n

(2n+ 1)!
dt =

∞∑
n=0

(−1)nx2(2n+1)

(2n+ 1)(2n+ 1)!
.

ii) Utilizando el desarrollo anterior y el desarrollo del coseno, L = ĺım
x→0

x2 + o(x2)

x2/2 + o(x2)
= 2.

iii) La serie converge pues ĺım
n→∞

f(1/n)

1/n2
= ĺım

x→0

f(x)

x2
= 1.

Problema 4.2.9 Si F (x) =

∫ x

−1/x

dt

a2 + t2
no depende de x,

0 = F ′(x) =
1

a2 + x2
− 1

x2(a2 + 1/x2)
⇔ a2x2 + 1 = a2 + x2 ∀x ⇔ a = ±1.

Problema 4.2.10 i) g(x) = 3 +

∫ x

0

∞∑
n=2

t2n

n!
dt = 3 +

∞∑
n=2

x2n+1

(2n+ 1)n!
.

ii) El polinomio anterior indica

g(x) = 3 +
x5

5! 5
+ o(x5),

es decir, gk)(0) = 0 para k = 1, · · · , 4, g5)(0) = 1/5. Aśı x = 0 es un punto de inflexión de g.
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Problema 4.2.11 i) Sustituyendo en x = 0,

∫ g(0)

0
(et

2
+ e−t2) dt = 0 ⇒ g(0) = 0, pues el

integrando es positivo. Derivando

(eg
2(x) + e−g2(x))g′(x)− 3x2 − 3

1 + x2
= 0,

que en x = 0 implica g′(0) =
3

eg2(0) + e−g2(0)
=

3

2
. Por el teorema de la función inversa

(g−1)′(0) =
1

g′(0)
=

2

3
.

iii) Como g′ es continua y no se anula cerca de 0, se tiene que (g−1)′ es continua. Aplicando
L’Hôpital,

L = ĺım
x→0

(g−1)′(x)

g′(x)
=

(g−1)′(0)

g′(0)
=

4

9
.

4.3. Aplicaciones.

Problema 4.3.1

i) A =

∫ 1

1/2
(x2− 2− x

6
) dx+

∫ 11/6

1
((x−2)2− 2− x

6
) dx =

71

162
.

ii) Por simetŕıa, A = 4

∫ 1

1/2

√
1− x2 dx =

2π

3
−

√
3

2
.

iii) A =

∫ 1/2

0

2x

1 + x
dx+

∫ 1

1/2

1

1 + x
dx+

∫ 2

1
(
2− x

1 + x
) dx = log 2;

1

1/2 1 11/6 2

despejando las curvas en y el área es más fácil de calcular: A =

∫ 1

0

1

1 + y
dy = log 2.

iv) Por simetŕıa, A = 2

∫ b

a
(b− x)

√
x− a dx =

8

15
(b− a)5/2.

1/2 11/2 1 1

2

1/2 1 2

a b
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Problema 4.3.2 Por simetŕıa

A = 2

∫ 1

0

x(1− x2)

(x2 + 1)3/2
dx = 2

∫ π/4

0

tg t(1− tg2 t)

sec t
dt

= 2

∫ π/4

0
(2 sen t− sen t

cos2 t
) dt = 2(3− 2

√
2).

-1 1

-1

1

Problema 4.3.3 Utilizamos la fórmula del área en coordenadas polares, A =
1

2

∫ θ2

θ1

ρ2(θ) dθ.

i) A =
1

2

∫ 2π

0

(
a2(t − sen t) sen t − a2(1 − cos t)2

)
dt = 3πa2.

ii) A =
1

2

∫ 2π

0
a2θ2 dθ =

4

3
π3a2.

iii) A =

∫ π/6

0
a2 cos2 3θ dθ =

1

12
πa2.

iv) A =

∫ π/4

0
a2 cos 2θ dθ =

1

2
a2.

22

ππ 2π2π

2π2π−π−π

π/2π/2

a a

Problema 4.3.4

-2 2

-1

1

-2 2

-1

1
i) A = 2

∫ ∞

0

(
1− x2 − 4

x2 + 4

)
dx = 8arc tg(x/2)

∣∣∣∞
0

= 4π.

ii) A =

∫ ∞

0

(
1− 1

1 + e−x

)
dx = − log(1 + e−x)

∣∣∣∞
0

= log 2.

iii) A =

∫ 1

0
f −

∫ ∞

1
f , donde

∫
f =

∫
1− x

(x+ 1)2
√
x
dx =

2

∫
cos 2u du = sen 2u =

2
√
x

1 + x
, mediante el cambio x = tg2 u;

aśı A =
2
√
x

1 + x

∣∣∣1
0
− 2

√
x

1 + x

∣∣∣∞
1

= 2. (Si realizamos también el cambio en los ĺımites de integración,

quedaŕıa A = sen 2u
∣∣∣π/4
0

− sen 2u
∣∣∣π/2
π/4

= 2.) iv) A = 8

∫ ∞

4

1

(x+ 4)
√
x
dx = 8

∫ ∞

2

1

t2 + 4
dt = 2π.

1/2

1

11
4
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Problema 4.3.5 A =

∫ 1

0
(
√
x− x2) dx =

1

3
; V = π

∫ 1

0
(x− x4) dx =

3π

10
.

Problema 4.3.6 i) V = π

∫ 2π

0
(1 + senx)2 dx = 3π2;

ii) V = 2π

∫ a

0

(
(2a+

√
a2 − x2 )2 − (2a−

√
a2 − x2 )2

)
dx = 16πa

∫ a

0

√
a2 − x2 dx = 8π2a3;

iii) V = 2π

∫ 2R

0
(4R2 − x2) dx− 2π

∫ R

0
(4R2 − x2) dx =

28

3
πR3;

iv) V = π

∫ π

0
(x2 − sen2 x) dx =

1

6
π2(2π2 − 3);

Problema 4.3.7 i) Vx = 2π

∫ a

0

b2

a2
(a2 − x2) dx =

4

3
πab2;

Vy = 4π

∫ a

0

b

a
x
√

a2 − x2 dx =
4

3
πa2b. ii) A = 2

∫ a

0

2b

a

√
a2 − x2 dx = 2πab.

Problema 4.3.8 i) A = 4

∫ a

0

b

a

√
a2 − x2 dx = πab;

ii) V = 2

∫ b

0
πac(1− y2

b2
) dy =

4

3
πabc. iii) c = b ⇒ Vx =

4

3
πab2; c = a ⇒ Vy =

4

3
πa2b.

Problema 4.3.9 i) L =

∫ 2

0

√
1 +

(ex/2 − e−x/2

2

)2
dx =

∫ 2

0

1

2
(ex/2 + e−x/2) dx = e − 1

e
;

(escribiendo y = 2 cosh(x/2) la integral es más fácil, L = 2 senh 1).

ii) L =

∫ 2π

0

√
a2(1− cos t)2 + a2 sen2 t dt = a

∫ 2π

0

√
2− 2 cos t dt = 2a

∫ 2π

0
| sen t| dt

= 4a

∫ π

0
sen t dt = 8a.

iii) L = 4

∫ 8

0

√
1 + x−2/3(4− x2/3) dx = 8

∫ 8

0
x−1/3 dx = 48.

2 2πa

2a

-8 8

-8

8

iv) L =

∫ a

a/2

√
1 +

a2 − x2

x2
dx = a log 2.

v) L =

∫ 2π

0

√
(1 + cos θ)2 + sen2 θ dθ =

∫ 2π

0

√
2 + 2 cos θ dθ = 2

∫ 2π

0
| cos θ| dθ = 8.

a/2 a

2


