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Capitulo 1. Calculo diferencial
1.1 Funciones. Limites y continuidad
1.2 Derivadas.

1.3 Funciones vectoriales

1.4 Regla de la cadena
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Conceptos basicos de topologia

@ La norma de un vector x = (xy,x2,...,x,) de R" es
Ixll = G+ 45
La distancia entre dos puntos x, y de R" es la norma de su
diferencia, es decir, dist(x,y) = [|x — y||.
La norma en R" verifica propiedades similares al valor
absoluto en R (coincide con él si n = 1):

x|} =0, A= (ALl lx +yll < (Il + [lyll-
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

@ La norma de un vector x = (xy,x2,...,x,) de R" es
Ixll = G+ 45
La distancia entre dos puntos x, y de R" es la norma de su
diferencia, es decir, dist(x,y) = [|x — y||.
La norma en R" verifica propiedades similares al valor
absoluto en R (coincide con él si n = 1):

x|} =0, A= (ALl lx +yll < (Il + [lyll-

e Bola abierta B(xo,r) = {x € R": [|x — xo| < r}.
Bola cerrada B(xo,r) = {x € R": [x — xo[| < r}.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

@ Un conjunto U C R” es abierto si para todo x € U existe un
r >0 tal que B(x,r) C U.
Un conjunto F C R” es cerrado si su complemento
F¢ =R"\ F es abierto.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

@ Un conjunto U C R” es abierto si para todo x € U existe un
r >0 tal que B(x,r) C U.

Un conjunto F C R” es cerrado si su complemento
F¢ =R"\ F es abierto.

o La frontera OE de un conjunto E C R" es el conjunto de
puntos x de R” (no tienen por qué estar en E) tales que toda
bola centrada en x contiene algin punto de E y algtn punto
de E€.

Un conjunto E C R" es cerrado si y sélo si 0E C E.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

e El interior de un conjunto E C R” es el subconjunto de
puntos x de E para los que existe un r > 0 tal que
B(x,r) C E. O también: E \ OE.

La clausura E de un conjunto E CR" es E = E U OE.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

e El interior de un conjunto E C R” es el subconjunto de
puntos x de E para los que existe un r > 0 tal que
B(x,r) C E. O también: E \ OE.

La clausura E de un conjunto E CR" es E = E U OE.

@ Un conjunto E C R" es acotado si existe un r > 0 tal que
E C B(0,r).
Un conjunto E C R"” es compacto si es cerrado y acotado.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

o Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto y que
una bola cerrada es un conjunto compacto.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos de topologia

@ Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto y que
una bola cerrada es un conjunto compacto.

@ También es facil ver que la unién e interseccién de un nimero
finito de conjuntos abiertos es abierto, y que la unién e
interseccién de un nimero finito de conjuntos cerrados es

cerrado.
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos

Una funcidn es una regla que hace corresponder un punto de R” y
s6lo uno a cada punto de un cierto conjunto A C R". Se escribe

f: ACR" — R"
X = f(x)
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Funciones de varias variables
Conceptos basicos

Una funcidn es una regla que hace corresponder un punto de R” y
s6lo uno a cada punto de un cierto conjunto A C R". Se escribe

f: ACR" — R™
X = f(x)

@ El dominio de f es el conjunto de puntos para los que esta
definida, A en este caso, y se denota por Dom(f).
La imagen de una funcién es el conjunto de los puntos y tales
que existe un punto x con f(x) =y, y se denota por Img(f).
La grafica de una funcidn es el conjunto de puntos:
Gr = {(x,f(x)) : x € Dom(f)}.
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Funciones de varias variables
Conjuntos de nivel

@ Dada una funcién f : AC R” — R™, el conjunto de nivel
de valor ¢ es el conjunto de puntos {x € A: f(x) = c} CR",
Si n = 2, hablamos de curva de nivel de valor ¢, y si n = 3,
hablamos de superficie de nivel de valor c.
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Funciones de varias variables

Conjuntos de nivel

@ Dada una funcién f : ACR” — R™, el conjunto de nivel
de valor c es el conjunto de puntos {x € A: f(x) = c} C R".
Si n = 2, hablamos de curva de nivel de valor ¢, y si n = 3,
hablamos de superficie de nivel de valor c.
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Funciones de varias variables
Curvas de nivel

ucsmMm



Funciones de varias variables
Limites

Sea una funcién f: ACR" — R™. Se dice que £ € R™ es el
limite de f(x) cuando x tiende a xg, y lo escribimos Ii_}m f(x) =¢,
X—XQ

si para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que

If(x) —¢]| <e si 0<|x—xop] <.
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Funciones de varias variables
Limites

Sea una funcién f: ACR" — R™. Se dice que £ € R™ es el
limite de f(x) cuando x tiende a xg, y lo escribimos Ii_}m f(x) =¢,
X—XQ

si para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que

If(x) —¢]| <e si 0<|x—xop] <.

e Si f(x) = (f(x),. .., fm(x)), donde f; : A — R,
i=1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces
|i_>m f(x)=40=(l1,02,...,4y) siysélosi Ii_)m fi(x) = ¢;
X—XQ X—Xo

paracadai=1,2,... m.
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Funciones de varias variables
Limites

Sea una funcién f: ACR" — R™. Se dice que £ € R™ es el
limite de f(x) cuando x tiende a xg, y lo escribimos Ii_}m f(x) =¢,
X—XQ

si para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que

If(x) —¢]| <e si 0<|x—xop] <.

o Si f(x) = (f(x),...,fm(x)), donde f; : A— R,
i=1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces
XI|_>r§1(0 f(x)=0=(l1,lo,...,4m) siy solo si XI|_>mX0 fi(x) = ¢;
paracadai=1,2,... m.

@ Si el limite existe entonces es Unico.
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Funciones de varias variables
Propiedades de limites

Sean f,g: ACR"” — R™. Si existen lim f(x)y lim g(x),

X—X0 X—X0

entonces:

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)

lim (cf(x)) = c( lim f(x)).

lim ((x) + g(x) = lim £(x) + lim g(x).

Jim (F(x)g(x)) = (Jim £() (Jim g(x)), si m=1.
lim f(x

im Flx) =19 i m= im

x|—>xo g(x) xILrQOg(X) y S 1,y x|—>x0 g(x)#0.

lim (F(0)7) = (lim 7)),

si m =1y todas las expresiones tienen sentido.
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Funciones de varias variables
Limites

Dos técnicas para estudiar limites.

@ Caso n=2y m=1. Si los limites rll_rpo f(rcos@,rsenf)

dependen de 6, entonces no existe el limite  lim  f(x,y).
(x,)—(0,0)

Si los limites Iiga f(rcosf, rsenf) no dependen de 6, entonces
no se puederafirmar nada sobre la existencia del limite.
De manera equivalente estudiar el limite a lo largo de rectas,
Yy = AX.
Si el punto en el queremos estudiar el limite es xg = (xo, yo0),
entonces se tiene un resultado similar, pero lo mas facil es
realizar una traslacién (un cambio de variables y = x — xg).
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Funciones de varias variables
Limites

Dos técnicas para estudiar limites.
@ Caso n=2y m=1. Si los limites Iim0 f(rcos@,rsenf)
r—
dependen de 6, entonces no existe el limite  lim  f(x,y).
(x,)—(0,0)
Si los limites Iir% f(rcosf, rsenf) no dependen de 6, entonces
r—r
no se puede afirmar nada sobre la existencia del limite.
De manera equivalente estudiar el limite a lo largo de rectas,
Yy = AX.
Si el punto en el queremos estudiar el limite es xg = (xo, yo0),
entonces se tiene un resultado similar, pero lo mas facil es
realizar una traslacién (un cambio de variables y = x — xg).

e Si lim f(x) =0y g estd acotada en un entorno de Xy,
X—Xp

entonces xll_>mx0 f(x)g(x) =0.
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Funciones de varias variables
Continuidad

Seaf: ACR" — R™ y sea xg € A. Se dice que f es continua
en el punto xg si lim f(x) = f(xg).
X—Xq
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Funciones de varias variables
Continuidad

Seaf: ACR" — R™ y sea xg € A. Se dice que f es continua
en el punto xg si lim f(x) = f(xg).
X—Xq

e Si f(x) = (f(x),...,fm(x)), entonces f es continua en xg si y
sélo si f; es continua paracada i=1,2,..., m.

ucsMm



Funciones de varias variables
Continuidad

Teorema

Seanf: ACR" — R"yg: BCR™ — Rk yseaxg€ A, con
f(xo € B. Si f es continua en xg y g es continua en f(xg),
entonces la composicién (g o f)(x) = g(f(x)) es continua en xg.
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Funciones de varias variables
Continuidad

Teorema

Seanf: ACR" — R"yg: BCR™ — Rk yseaxg€ A, con
f(xo € B. Si f es continua en xg y g es continua en f(xg),
entonces la composicién (g o f)(x) = g(f(x)) es continua en xg.

Teorema

Seaf: ACR"” — R™. Si A es compacto y f es continua en A,
entonces f estd acotada en A. Mas adn, existen los valores
maximo y minimo de f en A.
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Derivadas

Sean U C R" un conjunto abiertoy f : U — R. La derivada
parcial Of /Ox; de f con respecto a la variable x; es

of . f(xe, X0, xjhy o X)) = (X1, . Xn)
— e Xn) = |
8xj(X1’ %) h0 h
— Im f(x + hej) — f(x) ’
h—0 h

donde 1 < j < ny e;es el j-ésimo vector de la base candnica;

@ La derivada parcial de f con respecto a la variable x; es
simplemente la derivada “usual” de f con respecto a la
variable x;, si se supone que el resto de las variables son
constantes.
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Funciones de varias variables
Derivadas

e Sif: U— R™, entonces f(x) = (fi(x),...,fm(X)), y
podemos hablar de la derivada parcial 9f;/0x; de la
componente /-ésima de f con respecto a la variable x;.

Definicién.
Sean U C R" un conjunto abiertoy f : U — R tal que existan las
derivadas parciales con respecto a todas las variables x;. El vector

Of (x) 8f(x)> ’

Vf(x) = grad f(x) = < B B

se denomina gradiente de f en x.
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Funciones de varias variables
Derivadas

o El plano tangente a la grafica de la funcién f: U C R2 — R
en el punto (xp, yo) € U se define como

of of
z = f(xo0,y0) + a(xodfo)(x — Xo) + @(Xo,)/o)(y - ) -
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Funciones de varias variables
Derivadas

o El plano tangente a la grafica de la funcién f: U C R2 — R
en el punto (xp, yo) € U se define como

of of
z = f(xo0,y0) + a(xodfo)(x — Xo) + @(Xo,)/o)(y - ) -

o Es decir, es el plano que pasa por el punto (xo, yo, (X0, ¥0))
de la grafica de f y tiene por vector caracteristico el vector

of of

v= (&(Xoufo) , @(Xo,yo) , —1> -
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Funciones de varias variables
Derivadas

Sean U C R? un conjunto abierto, (xp,y0) € Uy f: U — R.
Decimos que f es diferenciable en (xp, yp) si existen Of /Ox y

Of /Oy en (x0,Y0) y Si

=0.

i F(x,y) = (%0, ¥0) — 55 (x0, ¥0) (x —x0) — ZE (>0, 0) (¥ — y0)
m
(x:y)=(0:y0) [1(x, ¥) = (x0, yo)
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Funciones de varias variables
Derivadas

@ Sean U C R" un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™.
Decimos que f es diferenciable en xg si las derivadas
parciales de f existen en xq y si

o G = Fxo) = T(x—x0)l| _

x=xg [Ix = xo

0,

donde T = Df(xo) es la matriz m x n cuyo elemento en la fila
iy columna j es Of;/Ox; evaluada en xg y T(x — xp) es el
producto de T con x — xq (considerado como matriz columna).
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Funciones de varias variables
Derivadas

@ Sean U C R" un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™.
Decimos que f es diferenciable en xg si las derivadas
parciales de f existen en xq y si

o G = Fxo) = T(x—x0)l| _

x=xg [Ix = xo

0,

donde T = Df(xo) es la matriz m x n cuyo elemento en la fila
iy columna j es Of;/Ox; evaluada en xg y T(x — xp) es el
producto de T con x — xq (considerado como matriz columna).

@ Llamamos a T la derivada o diferencial o matriz jacobiana
de f en xgp.
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Funciones de varias variables

Derivadas

Propiedades de la diferenciabilidad:

Sean U C R” un conjunto abierto, xo € U, ce Ry
f,g: U— R™. Sify g son diferenciables en xg, entonces:
@ cf(x) es diferenciable en xq, y D(cf)(xo) = cDf(xo).
e f(x) + g(x) es diferenciable en xo, y
D(f + g)(x0) = Df(x0) + Dg(xo).
e f(x)g(x) es diferenciable en xg si m=1, y
D(7g)(x0) = &g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(xo).
e f(x)/g(x) es diferenciable en xg si m =1y g(xo) #0, y

D(£>(x0) g(XO)Df(Xog)(;O)Z(Xo)Dg(xO) ‘
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Funciones de varias variables
Derivadas

Teorema

Sean U C R" un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™. Si f es
diferenciable en xq, entonces f es continua en Xxg.
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Funciones de varias variables
Derivadas

Teorema

Sean U C R" un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™. Si f es
diferenciable en xq, entonces f es continua en Xxg.

Puede ocurrir que existan las derivadas parciales de una funcién en
X0, Y que la funcidén no sea continua en xp. Esto demuestra que la
definicién que hemos dado de funcién diferenciable es la “correcta”.
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Funciones de varias variables
Derivadas

Teorema

Sean U C R" un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™. Si f es
diferenciable en xq, entonces f es continua en Xxg.

Puede ocurrir que existan las derivadas parciales de una funcién en
X0, Y que la funcidén no sea continua en xp. Esto demuestra que la
definicién que hemos dado de funcién diferenciable es la “correcta”.

Teorema

Sean U C R” un conjunto abierto, xo e Uy f: U — R™. Si
existen todas las derivadas parciales 0f;/Ox; de f y son continuas
en un entorno de Xg, entonces f es diferenciable en xg.
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Funciones vectoriales
Matriz derivada

Dada una funcién vectorial F : R” — R™, llamamos matriz

derivada, o matriz jacobiana, a la matriz DF € M™*" tal que el

elemento a;; es la derivada j—ésima de la componente i—ésima de
OF;

F,aijzg.
J
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Funciones vectoriales
Matriz derivada

Dada una funcién vectorial F : R” — R™, llamamos matriz
derivada, o matriz jacobiana, a la matriz DF € M™*" tal que el
elemento a;; es la derivada j—ésima de la componente i—ésima de

OF;
F, a,‘j = aixj
8F1/8X1 8F1/8X2 ce 6F1/(9X,,
8F2/8x1 8F2/8X2 8F2/6x,7
DF = : : _ :
OFm/0x1 OFm/0xa -+ OFn/0xy

ucsmMm



Funciones vectoriales
Matriz derivada

Dada una funcién vectorial F : R” — R™ |lamamos matriz

derivada, o matriz jacobiana, a la matriz DF € M™*" tal que el

elemento a;; es la derivada j—ésima de la componente i—ésima de
OF;

F,a,'j:aixj.

Si m =1 la matriz se reduce a un vector, de n coordenadas,
llamado también gradiente.

DF = VF = (9F J9x1,0F |9, -+ - , OF |xy).
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Funciones vectoriales
Trayectorias

Una trayectoria en R” es una aplicacién c : [a, b] — R". Si
n = 2 es una trayectoria en el plano, y si n = 3 es una trayectoria
en el espacio. Llamamos curva a la imagen de c en R".
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Funciones vectoriales
Trayectorias

Una trayectoria en R” es una aplicacién c : [a, b] — R". Si
n = 2 es una trayectoria en el plano, y si n = 3 es una trayectoria
en el espacio. Llamamos curva a la imagen de c en R".

Si c(t) = (xl( )s -+, Xn(t)), definimos la velocidad de ¢ como
c'(t) = (x{(t),...,xn(t)), y la aceleracién de ¢ como

c'(t) = (Xl( ),...,x1(t)). Llamamos rapidez de c a la norma del
vector velocidad c/(t).
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Funciones vectoriales
Coordenadas cilindricas

Coordenadas cilindricas

x=rcosf, y=rsenl, z=z,
r>0, 6e€l0,2r), zeR.

(coordenadas polares en las variables x e y,
mientras la variable z 1 P(r.0,2)
se mantiene invariable)

X ¥ . (r,6,0)
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Funciones vectoriales
Coordenadas esféricas

Coordenadas esféricas

x =pcosfsenp, y=psenfisend, z = pcosq,
p>0, 0€l0,2r), ¢ €][0,n].

(coordenadas polares r y
en las variables x e y,

con r = psen ¢,

y coordenadas polares py ¢
en las variables z y r)

P(p. 6, ¢)
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Funciones vectoriales
Coordenadas esféricas

Otras coordenadas esféricas

Si el angulo vertical se mide desde el plano horizontal, las
coordenadas esféricas son

x = pcosfcosp, y=psenf cos¢p, z= psenaq,
p = 0, f¢€ [0,271'), ¢) € [_71-/2771-/2]

(coordenadas polares r y 6 en las variables x e y, con r = pcos ¢,
y coordenadas polares p y ¢ en las variables r y z)
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Funciones vectoriales
Derivadas de orden superior

@ Para una funcién F : R" — R, escribimos

0*F 0 <8F>

Ox;0x; - Ox; 87)9
PF _ 9 (9
8xl.2 ©Ox; \Ox;
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Funciones vectoriales
Derivadas de orden superior

@ Para una funcién F : R" — R, escribimos

0*F 0 <8F>

Ox;0x; - Ox; 87)9
PF _ 9 (9
8xl.2 ©Ox; \Ox;

Teorema

Para una funcién con derivadas segundas continuas, las derivadas

. . 2 2
segundas cruzadas son iguales. Es decir 8?(,5)(. = a‘zgx,
ez g1z
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Funciones vectoriales
Operadores diferenciales

@ Definimos la divergencia de F : R” — R" (es decir,
F=(F,F,...,F,)) como

. oF1 0F oF,
dvF=V -F=—+4+ —2+4-.. )
W v Ox1 + Oxo Tt OXn

(la traza de la matriz jacobiana)

ucsmMm



Funciones vectoriales
Operadores diferenciales

@ Definimos el rotacional de F : R3 — R3 (es decir,
F = (F1, F2, F3)) como

i j Kk

0O 0 0

F=VxF= = = =
rot V x det ox By 0z
Fi > F3

_ (25 _0R O J0F 0F OF)
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Funciones vectoriales
Operadores diferenciales

@ Definimos la matriz hessiana de F : R” — R como la matriz
de derivadas segundas (simétrica, si éstas son continuas)

0*F 0*F 0*F
87x12 0x10Xo o 0x10xp,
0%F 0*F 9%F
HF = Ox20x1 87)(22 o O0x20xp,
0*F O0*F 9?F
0x,0x1  0x,0x2 o Txﬁ
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Funciones vectoriales
Operadores diferenciales

@ Definimos el laplaciano de F : R” — R como

O°F | 0°F 9°F
AF =di F=V?F=_"_ 4+~ _ 4.2
div grad \Y% 0x2 + 02 +- 4+ 92

(la traza de la matriz hessiana)
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Funciones de varias variables
Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)

Sean f: R" — RMy g: R™ — RX, y sea xg € R". Si f es
diferenciable en x¢ y g es diferenciable en f(xg), entonces la
composicién (g o f) es diferenciable en xg, y

D(g o f)(x0) = (Dg)(f(x0)) - Df(xo).
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Funciones de varias variables
Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)

Sean f: R" — RMy g: R™ — RX, y sea xg € R". Si f es
diferenciable en x¢ y g es diferenciable en f(xg), entonces la
composicién (g o f) es diferenciable en xg, y

D(g o f)(x0) = (Dg)(f(x0)) - Df(xo).

o Ejemplo 1. Si g : R — R3, f: R3 — R, podemos escribir
g(t) = (x(t),y(t),z(t)). Si definimos h: R — R por
h(t) = f(g(t)), entonces
dh _ O dx  Of dy | OF d
dt  Ox dt Oy dt 0z dt’
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Funciones de varias variables
Regla de la cadena

e Ejemplo 2. Si g:R3 — R3, f:R3 — R, podemos escribir

g(xy,2) = (u(x,y,2), v(x,y,2), w(x, y, 2)).

Si definimos h : R3 — R por

h(x,y,z) = f(g(x,y,2)) = f(u(x,y,2), v(x,y,2), w(x, y, 2)),

entonces
Oh _0f Qu Of dv = Of Ow
ax  dudx  Ovox  ow ox
Oh  Of Ou  Of v = Of Ow
dy " oudy "ovay  owdy
Oh Of Qu  Of Ov = Of Ow
8z Budz Ovoz owoz’
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Funciones de varias variables
Derivadas direccionales

@ Seaxg e R", veR"y f: R" — R. La derivada
direccional de f en xg a lo largo del vector v se define como

d . f(xo 4 tv) — f(xo)
Ef(xo +tv) t=0 tll—r;no t '

Habitualmente se elige el vector v unitario (con norma 1). En este
caso se habla de la derivada direccional de f en xg en la
direccion v, D,f(xp).
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Funciones de varias variables
Derivadas direccionales

Teorema

Sean xg € R" y f : R” — R. Si f es diferenciable en xg entonces
existen todas las derivadas direccionales de f en xg. Ademas, la

derivada direccional de f en xg en la direccidon v es
Dyf(x0) = Vf(xg) - v.
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Funciones de varias variables
Derivadas direccionales

Teorema

Sean xp € R"y f: R” — R. Si f es diferenciable en xq y
Vf(xo) # 0, entonces Vf(xg) es perpendicular al conjunto de nivel
de f de valor f(xg).
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Funciones de varias variables
Derivadas direccionales

Teorema

Sean xp € R"y f: R” — R. Si f es diferenciable en xq y
Vf(xo) # 0, entonces Vf(xg) es perpendicular al conjunto de nivel
de f de valor f(xg).

Teorema

Sean xg € R" y f: R” — R. Si f es diferenciable en xq y
Vf(xo) # 0, entonces V£ (xg) es la direccién en la que la derivada
direccional en xg de f es maxima y —Vf(xo) es la direccién en la
que la derivada direccional en xo de f es minima (f crece mds
rapidamente desde xg en la direccién V£(xg), y decrece mas
rapidamente en la direccién —Vf(xq)).
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