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Estudio local Extremos

Capitulo 2. Estudio local
2.1 Extremos
2.2 Extremos condicionados
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Estudio local Extremos

Maximos y minimos

Sean f : R" — Ry xg € R".

@ Decimos que xg es un maximo local de f si existe un entorno
V de xg tal que f(x) < f(xo) para todo x € V.
Es un maximo local estricto de f si existe un entorno V de
xo tal que f(x) < f(xp) para todo x € V' \ {xo}.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Maximos y minimos

Sean f : R" — Ry xg € R".

@ Decimos que xg es un maximo local de f si existe un entorno
V de xg tal que f(x) < f(xo) para todo x € V.
Es un maximo local estricto de f si existe un entorno V de
xo tal que f(x) < f(xp) para todo x € V' \ {xo}.

@ Definicion andloga para minimo local y minimo local estricto.
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Estudio local

Maximos y minimos

Sean f : R" — Ry xg € R".

@ Decimos que xg es un maximo local de f si existe un entorno
V de xg tal que f(x) < f(xo) para todo x € V.
Es un maximo local estricto de f si existe un entorno V de
xo tal que f(x) < f(xp) para todo x € V' \ {xo}.

@ Definicion andloga para minimo local y minimo local estricto.

@ Un extremo local es un maximo o minimo local.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Maximos y minimos

Sean f : R" — Ry xg € R".
@ Decimos que xg es un maximo local de f si existe un entorno
V de xg tal que f(x) < f(xo) para todo x € V.
Es un maximo local estricto de f si existe un entorno V de
xo tal que f(x) < f(xp) para todo x € V' \ {xo}.

@ Definicion andloga para minimo local y minimo local estricto.
@ Un extremo local es un maximo o minimo local.

@ Un punto en el que se anula el gradiente se denomina punto
critico.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Puntos criticos

Teorema

Si f es diferenciable en xg y f presenta en xp un extremo local,
entonces Xo es un punto critico de f, es decir, Vf(xg) = 0.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Puntos criticos

Teorema

Si f es diferenciable en xg y f presenta en xp un extremo local,
entonces Xo es un punto critico de f, es decir, Vf(xg) = 0.

Un punto critico que no es un extremo local se denomina punto
de silla.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Puntos criticos en R?

Sea f : R?> — Ry sea xq un punto critico de f, es decir,
Vf(xo) = 0. Consideremos la cantidad, llamada discriminante
0’f  0°f 0?f )2
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Estudio local Extremos

Puntos criticos en R?

Sea f : R?> — Ry sea xq un punto critico de f, es decir,
Vf(xo) = 0. Consideremos la cantidad, llamada discriminante

Pf PF [ P2

Teorema

: ’f -
eSiD>0y ) > 0, entonces xg es un minimo local
X

(estricto) de f.

ucsmMm



Estudio local Extremos

Puntos criticos en R?

Sea f : R?> — Ry sea xq un punto critico de f, es decir,
Vf(xo) = 0. Consideremos la cantidad, llamada discriminante

Pf 9*f ( 0?f )2
0x2 9y? OxOy

Teorema

2
eSiD>0y — Ew: > 0, entonces xg es un minimo local
X

(estricto) de f.
2
eSIiD>0y — Ew < 0, entonces xg es un maximo local

(estricto) de f.

D = det Hf (xg) =
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Puntos criticos en R?

Sea f : R?> — Ry sea xq un punto critico de f, es decir,
Vf(xo) = 0. Consideremos la cantidad, llamada discriminante

Pf 9*f ( 0?f )2
0x2 9y? OxOy

Teorema

2
eSiD>0y — Ew: > 0, entonces xg es un minimo local
X

(estricto) de f.
2
eSIiD>0y — Ew < 0, entonces xg es un maximo local

(estricto) de f.

@ Si D < 0 entonces xg es un punto de silla de f.

D = det Hf (xg) =
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Estudio local Extremos

Puntos criticos en R?

Sea f : R?> — Ry sea xq un punto critico de f, es decir,
Vf(xo) = 0. Consideremos la cantidad, llamada discriminante

Pf 9*f ( 0?f )2
0x2 9y? OxOy

Teorema

2
eSiD>0y — Ew: > 0, entonces xg es un minimo local
X

(estricto) de f.
2
eSIiD>0y — Ew < 0, entonces xg es un maximo local

(estricto) de f.

@ Si D < 0 entonces xg es un punto de silla de f.

D = det Hf (xg) =

@ Si D = 0 no podemos concluir nada.
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Estudio local Extremos

Estudio local

Puntos criticos en R”

Sea f: R" — R y sea Xp un punto critico de f.
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Estudio local Extremos

Puntos criticos en R”

Sea f: R" — R y sea Xp un punto critico de f.

Teorema

@ Si todos los autovalores de la matriz Hf (xq) son estrictamente
positivos, entonces Xg es un punto minimo local estricto de f.
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Estudio local Extremos

Puntos criticos en R”

Sea f: R" — R y sea Xp un punto critico de f.

Teorema

@ Si todos los autovalores de la matriz Hf (xq) son estrictamente
positivos, entonces Xg es un punto minimo local estricto de f.

@ Si todos los autovalores son estrictamente negativos, entonces
Xo €S un punto maximo local estricto de f.
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Estudio local Extremos

Puntos criticos en R”

Sea f: R" — R y sea Xp un punto critico de f.

Teorema

@ Si todos los autovalores de la matriz Hf (xq) son estrictamente
positivos, entonces Xg es un punto minimo local estricto de f.

@ Si todos los autovalores son estrictamente negativos, entonces
Xo €S un punto maximo local estricto de f.

@ Si dos autovalores tienen distinto signo, entonces xg es un
punto de silla de f.
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

Queremos estudiar el problema de maximizar o minimizar una
funcién f : R" — R sujeto a una restriccién g(xg) = c.
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

Queremos estudiar el problema de maximizar o minimizar una
funcién f : R" — R sujeto a una restriccién g(xg) = c.
Por ejemplo

calcular el méximo de  x% + y?
sujeto a la restriccion xy =1
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

Queremos estudiar el problema de maximizar o minimizar una
funcién f : R" — R sujeto a una restriccién g(xg) = c.
Por ejemplo

calcular el méximo de  x% + y?
sujeto a la restriccion xy =1

Consideramos entonces las funciones f(x,y) = x> + y?,
gx,y) =xy.
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

Otro ejemplo:

calcular el mdximo de  xy
sujeto a la restriccion  x% 4+ 4y? =4
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

W~
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Estudio local Extremos

Extremos condicionados

Teorema (Multiplicadores de Lagrange.)

Sean f, g : R"” — R funciones de clase C!. Sean xo € R”,

c = g(xo) y S el conjunto de nivel de g de valor c. Supongamos
que Vg(xo) # 0. Si la restriccién de f a S tiene un extremo local
en Xg, entonces existe un nimero real A tal que

Vf(x0) = AVg(xo) -

Los puntos xo que verifican esta condicién se denominan puntos
criticos de f|s.
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Extremos condicionados

Teorema (Multiplicadores de Lagrange.)

Sean f, g : R"” — R funciones de clase C!. Sean xo € R”,

c = g(xo) y S el conjunto de nivel de g de valor c. Supongamos
que Vg(xo) # 0. Si la restriccién de f a S tiene un extremo local
en Xg, entonces existe un nimero real A tal que

Vf(x0) = AVg(xo) -

Los puntos xo que verifican esta condicién se denominan puntos
criticos de f|s.

En otras palabras:

Para que f alcance en xp un extremo local sobre la hipersuperficie
g(x) = ¢ que pasa por xq, es necesario que los vectores Vf(xg) y
Vg(xo) sean paralelos.
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Estudio local Extremos

Extremos absolutos

El método para encontrar puntos criticos consiste entonces en
resolver el sistema

{ Vf(x) = AVg(x)
glx)=c

para n+ 1 incégnitas, las n coordenadas del punto, ademds del
multiplicador de Lagrange .
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Estudio local Extremos

Extremos absolutos

Teorema (Localizacién de maximos y minimos absolutos.)

Sean U C R” un conjunto compacto, y f : U — R una funcién
continua en U. Entonces los valores maximo y minimo de f en U
se alcanzan en puntos pertenecientes a alguno de los siguientes
conjuntos:

@ los puntos de U en los que f no es diferenciable,
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Extremos absolutos

Teorema (Localizacién de maximos y minimos absolutos.)

Sean U C R” un conjunto compacto, y f : U — R una funcién
continua en U. Entonces los valores maximo y minimo de f en U
se alcanzan en puntos pertenecientes a alguno de los siguientes
conjuntos:

@ los puntos de U en los que f no es diferenciable,

@ los puntos criticos de f en U,
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Estudio local Extremos

Extremos absolutos

Teorema (Localizacién de maximos y minimos absolutos.)

Sean U C R” un conjunto compacto, y f : U — R una funcién
continua en U. Entonces los valores maximo y minimo de f en U
se alcanzan en puntos pertenecientes a alguno de los siguientes
conjuntos:

@ los puntos de U en los que f no es diferenciable,

@ los puntos criticos de f en U,

@ los puntos méximo y minimo de f|gy.
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Estudio local Extremos

Extremos absolutos

Teorema (Localizacién de maximos y minimos absolutos.)

Sean U C R” un conjunto compacto, A un conjunto abierto que
contiene a Uy f : A— R una funcién diferenciable en A.
Supongamos que existen ¢ € R y una funcién g tales que

oU ={x e R": g(x) = c}, g es diferenciable en 9U y Vg(x) # 0
para todo x € JU. Entonces los valores méximo y minimo de f en
U se alcanzan:

@ o bien en los puntos criticos de f en U,
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Estudio local Extremos

Extremos absolutos

Teorema (Localizacién de maximos y minimos absolutos.)

Sean U C R” un conjunto compacto, A un conjunto abierto que
contiene a Uy f : A— R una funcién diferenciable en A.
Supongamos que existen ¢ € R y una funcién g tales que
oU ={x e R": g(x) = c}, g es diferenciable en 9U y Vg(x) # 0
para todo x € JU. Entonces los valores méximo y minimo de f en
U se alcanzan:

@ o bien en los puntos criticos de f en U,

@ o bien en los puntos criticos de f|gy.
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