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Capitulo 3. Integracion en R”
3.1 Integral miltiple

3.2 Cambios de variable

3.3 Aplicaciones

ucsmMm



Definiciones

@ Un rectangulo n-dimensional es un conjunto de la forma:

R = [a1, b1] x[a2, bo] X+ - -X[an, bp|, con a; < b;, parai=1,...,n.
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Integral multiple
Definiciones

@ Un rectangulo n-dimensional es un conjunto de la forma:
R = [a1, b1] x[a2, bo] X+ - -X[an, bp|, con a; < b;, parai=1,...,n.
e La medida (n-dimensional) de R es

IR = (b1 — a1)(bs — 3) - - (bn — an).
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Integral multiple
Definiciones

@ Un rectangulo n-dimensional es un conjunto de la forma:
R = [a1, b1] x[a2, bo] X+ - -X[an, bp|, con a; < b;, parai=1,...,n.
e La medida (n-dimensional) de R es
|R| = (b1 — a1)(b2 — a2) - - (bn — an).

@ Habitualmente la dimensién serd n =2 6 n = 3.
@ Si n=2, la medida de R es el drea de R.

@ Si n =3, la medida de R es el volumen de R.
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Integral multiple
Definiciones

@ Una particidon P del rectangulo n-dimensional R es una

particién de cada uno de los intervalos coordenados [a;, b;], de
N

modo que R es la unién de subrectdngulos R = U R;.
i=1
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Integral multiple
Definiciones

@ Una particidon P del rectangulo n-dimensional R es una

particién de cada uno de los intervalos coordenados [a;, b;], de
N

modo que R es la unién de subrectdngulos R = U R;.
i=1
@ Sea f una funcién acotada en un rectdngulo n-dimensional R
y P ={R;}" | una particién de R. Definimos las siguientes
cantidades parai=1,..., N,

M; = sup{f(x) : x € Ri}, m; = inf{f(x) : x € Ri}.
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Integral multiple
Definiciones

@ Una particidon P del rectangulo n-dimensional R es una

particién de cada uno de los intervalos coordenados [a;, b;], de
N

modo que R es la unién de subrectdngulos R = U R;.
i=1
@ Sea f una funcién acotada en un rectdngulo n-dimensional R
y P ={R;}" | una particién de R. Definimos las siguientes
cantidades parai=1,..., N,

M; = sup{f(x) : x € Ri}, m; = inf{f(x) : x € Ri}.

@ La suma superior asociada a P de f y la suma inferior
asociada a P de f son respectivamente

N N
Ur(P) =Y MiRil,  Le(P)=>_ miRi|.
i-1 i=1
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Integral multiple
Definiciones

Teorema

f funcién acotada en R = sup L¢(P) < ir;f Ur(P).
P
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Integral multiple
Definiciones

Teorema

f funcién acotada en R = sup L¢(P) < il;f Ur(P).
P

|

Definicidon

Si f es una funcién acotada en R, decimos que f es integrable en
R si existe un nimero real /| verificando

sup Le(P) = inf Us(P) = |
P P

El nimero / se llama la integral (definida) de f en R, y se escribe:

/—/f—/ Xl,..., Xm d
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Integral multiple
Definiciones y resultados

También serd frecuente la notacidn:

bn by
R an ai
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Integral multiple
Definiciones y resultados

También serd frecuente la notacidn:

bn by
R an ai

Teorema

Si f es una funcién acotada en R y existe una sucesion de
particiénes {P,} de R tales que

lim Uf(Pn) = m Lf(Pn) =,

li
n—oo n—o0

entonces f es integrable en R y ademas / f=a.
R
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Integral multiple

Dos teoremas importantes

Teorema
Si f es una funcién continua en R entonces f es integrable en R.
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Integral multiple
Dos teoremas importantes

Teorema

Si f es una funcién continua en R entonces f es integrable en R.

Teorema de Fubini

Sea R = [a1, b1] X -+ X [ap, by] = R1 X R un recténgulo
n—dimensional, donde Rl = [817 bl] X oo X [aj, bj] Yy

Ro = [aj41, bj+1] x - -+ x [an, bp]. Si f es una funcién integrable en
R entonces

/Rf:/Rl(/sz(x,y)dy)dx:/Rz(/le(x,y)dx)dy,

donde x = (x1,...,Xj) e ¥ = (Xj41,-- -, Xn)-

ucsmMm



Integral multiple
Integracidn iterada

Ejemplo de integral doble,

3 r1 3 1
/ / x e dxdy = / (/ x e dx) dy =
1 Jo 1 0

3
1 5, 1.5 5
/1<2€ )dy_lo(e €).
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Integral multiple
Integracion en regiones mas generales

@ Si D es una region acotada en R"” y f es una funcién acotada
en D se define la integral de f en D como

ke
D R

donde:
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Integral multiple
Integracion en regiones mas generales

@ Si D es una region acotada en R"” y f es una funcién acotada
en D se define la integral de f en D como

et
D R
donde:

@ R es cualquier rectangulo n-dimensional que contenga a D,

@ f* es la funcién definida en todo R"” como

R M
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

@ Un conjunto A de R” se dice que tiene medida cero
(n-dimensional), y lo escribiremos |A| = 0, si para cada € >0
existe un conjunto finito o numerable de rectdngulos
n-dimensionales Ry, Ry, ... tal que

ACRIURU--- y |Ri|+ |Ra| +--- < e.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

@ Un conjunto A de R” se dice que tiene medida cero
(n-dimensional), y lo escribiremos |A| = 0, si para cada € >0
existe un conjunto finito o numerable de rectdngulos
n-dimensionales Ry, Ry, ... tal que

ACRIURU--- y |Ri|+ |Ra| +--- < e.

e SiAC By |B| =0, entonces |A| = 0.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

@ Un conjunto A de R” se dice que tiene medida cero
(n-dimensional), y lo escribiremos |A| = 0, si para cada € >0
existe un conjunto finito o numerable de rectdngulos
n-dimensionales Ry, Ry, ... tal que

ACRIURU--- y |Ri|+ |Ra| +--- < e.

e SiAC By |B| =0, entonces |A| = 0.

@ Si A es un conjunto finito o numerable, entonces |A| = 0.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

@ Un conjunto A de R” se dice que tiene medida cero
(n-dimensional), y lo escribiremos |A| = 0, si para cada € >0
existe un conjunto finito o numerable de rectdngulos
n-dimensionales Ry, Ry, ... tal que

ACRIURU--- y |Ri|+ |Ra| +--- < e.

e SiAC By |B| =0, entonces |A| = 0.
@ Si A es un conjunto finito o numerable, entonces |A| = 0.

@ La unidn finita o numerable de conjuntos de medida cero tiene
medida cero.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

@ Un conjunto A de R” se dice que tiene medida cero
(n-dimensional), y lo escribiremos |A| = 0, si para cada € >0
existe un conjunto finito o numerable de rectdngulos
n-dimensionales Ry, Ry, ... tal que

ACRIURU--- y |Ri|+ |Ra| +--- < e.

e SiAC By |B| =0, entonces |A| = 0.
@ Si A es un conjunto finito o numerable, entonces |A| = 0.

@ La unidn finita o numerable de conjuntos de medida cero tiene
medida cero.

@ Si AC R" es un conjunto que tiene “dimensién” menor que
n, entonces |A| = 0.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

Por tanto,

@ La unidn finita o numerable de curvas en R” tiene medida
cerosin> 2.
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Integral multiple
Conjuntos de medida cero

Por tanto,

@ La unidn finita o numerable de curvas en R” tiene medida
cerosin> 2.

@ La unidn finita o numerable de superficies en R” tiene medida
cerosi n > 3.
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Una caracterizacion de la integrabilidad

Teorema

@ Sea f una funcién acotada en el rectangulo R. Entonces f es
integrable en R si y sélo si el conjunto de discontinuidades de
f en R tiene medida cero.
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Una caracterizacion de la integrabilidad

Teorema

@ Sea f una funcién acotada en el rectangulo R. Entonces f es
integrable en R si y sélo si el conjunto de discontinuidades de
f en R tiene medida cero.

@ Sea f una funcién acotada en la regién acotada D con

|OD| = 0. Entonces f es integrable en D si y sélo si el
conjunto de discontinuidades de f en D tiene medida cero.
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Integral multiple

Propiedades de la integral

Teorema

Si f, g son funciones integrables en la regidén acotada D y ¢ € R,
entonces

e f + g es integrable en D,y/(f+g):/f_|_/g,
D D D

@ cf es integrable en D, y/ cf = c/ f,
D D

o |f| es integrable en D,y/ ‘f‘Z’/ f’,
D D

@ f g esintegrableen D,y

(f,re) < ([,)([,£)
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Medida, area y volumen

@ Si la regién acotada D verifica |0D| = 0, se define la medida
de D como |D| = [, 1.
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Medida, area y volumen

@ Si la regién acotada D verifica |0D| = 0, se define la medida
de D como |D| = [, 1.

@ Por tanto, si D C R?, / 1 es el area de D,
D

si D C R3, / 1 es el volumen de D.
D
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Teorema

Sea D una regién acotada. Si las funciones f y g son integrables
en Dy el conjunto {x € D : f(x) # g(x)} tiene medida cero,

D D
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Teorema

Sea D una regién acotada. Si las funciones f y g son integrables
en Dy el conjunto {x € D : f(x) # g(x)} tiene medida cero,

entonces

[i=]e

Teorema

Si f es integrable en la regién acotada Dy m < f(x) < M salvo
para un conjunto de puntos x € D con medida cero, entonces

m\D\g/ fF<MI|D|.
D
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Integral multiple

Mas propiedades de la integral

Corolario

Sean f, g funciones integrables en la regién acotada D.

@ Si f(x) > 0 salvo en un conjunto de puntos x € D con
medida cero, entonces
/ F>0.
D
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Integral multiple

Mas propiedades de la integral

Corolario

Sean f, g funciones integrables en la regién acotada D.

@ Si f(x) > 0 salvo en un conjunto de puntos x € D con
medida cero, entonces
/ F>0.
D

@ Si f(x) > g(x) salvo en un conjunto de puntos x € D con

medida cero, entonces
/fZ/g.
D D
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Integral multiple

Mas propiedades de la integral

Teorema

Sea f una funcidn integrable en la regién acotada D. Si f(x) >0
salvo en un conjunto de puntos x € D con medida cero, y existe
un punto xp € D con f continua en xp y f(xp) > 0, entonces

/f>0.
D
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Teorema (Teorema del valor medio de la integral)

Sean f continua en la regién acotada D y g(x) > 0 salvo en un
conjunto de puntos x € D con medida cero. Si f y g son
integrables en D, entonces:

1
o Existe ¢c; € D tal que — [ f = f(c1).
D[ Jp
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Teorema (Teorema del valor medio de la integral)

Sean f continua en la regién acotada D y g(x) > 0 salvo en un
conjunto de puntos x € D con medida cero. Si f y g son
integrables en D, entonces:

1
o Existe ¢c; € D tal que — [ f = f(c1).
D[ Jp

o Existe ¢, € D tal que / fg = f(c2)/ g.
D D
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Teorema

Sean D una regién acotada y f una funcidn definida en D. Si D es
la unién de las regiones de interiores disjuntos D = D; U - - - U Dy,

con |0D;| =0 para i =1,...,k, entonces f es integrable en D siy
sélo si es integrable en D; para i =1,..., k. Ademds se tiene que

/Df_é/af.
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Definicion

Una region D C R" se dice simétrica con respecto a la variable
xj (1 < j < n) si verifica la siguiente propiedad:

(xt,.. -y Xj,...,xn) €D siysdlosi (xi,...,—Xj,...,xn) € D.
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Integral multiple
Mas propiedades de la integral

Definicion

Una region D C R" se dice simétrica con respecto a la variable
xj (1 < j < n) si verifica la siguiente propiedad:

(xt,.. -y Xj,...,xn) €D siysdlosi (xi,...,—Xj,...,xn) € D.

Una funcién f definida en D se dice impar en Xx; si

P o oo 0 =00 0 oo s 55l) = =080 0o 550 - o o )

y se dice par en x; si

PR oy =50 000 )] = I8 0 oo 55 000 0 Gl
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Integral multiple

Mas propiedades de la integral

Teorema

Sean D C IR" una regién simétrica con respecto a la variable x;
(para algtin 1 < j < n) y f una funcién integrable en D.

@ Si f es impar en la variable x;, entonces / f=0.
D
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Integral multiple

Mas propiedades de la integral

Teorema

Sean D C IR" una regién simétrica con respecto a la variable x;
(para algtin 1 < j < n) y f una funcién integrable en D.

@ Si f es impar en la variable x;, entonces / f=0.

D
@ Si f es par en la variable x; y se define

Dij={xeD: x; >0},

fr=2fr

J

entonces
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Integral multiple

Cambio de variables

Teorema (Teorema de cambio de variable)

Sean D* y D regiones de R" y T : D* — D una transformacién
biyectiva de clase C!. Entonces para toda f integrable en D se
tiene

/Df(x) dx = /D F(T(v)) |JT (u)| du,

donde x = (x1,...,xn) y U= (u1,...,un) y JT(u) es el
determinante de la matriz derivada de T.
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Integral multiple

Cambio de variables

Teorema (Teorema de cambio de variable)

Sean D* y D regiones de R" y T : D* — D una transformacién
biyectiva de clase C!. Entonces para toda f integrable en D se
tiene

/Df(x) dx = /D F(T(v)) |JT (u)| du,

donde x = (x1,...,xn) y U= (u1,...,un) y JT(u) es el
determinante de la matriz derivada de T.

Observacién 2

Si T-!eslainversa de T, entonces (JT)(JT 1) = 1.
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Integral multiple
Aplicaciones
@ Volumen de un cuerpo D,

V:/// 1 dxdydz
D

ucsmMm



Integral multiple
Aplicaciones
@ Volumen de un cuerpo D,

V:/// 1 dxdydz
D

@ Masa de un cuerpo D con densidad p(x, y, z),

m=|[ /D p(x, , 7) dxdydz
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Integral multiple
Aplicaciones
@ Volumen de un cuerpo D,

V:/// 1 dxdydz
D

@ Masa de un cuerpo D con densidad p(x, y, z),

m=|[ /D p(x, , 7) dxdydz

@ Valor promedio de una funcién f en una regién D
1/ f = fD d
‘D‘ D fol '
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Integral multiple

Aplicaciones

Centro de gravedad

Si un cuerpo ocupa una regién del espacio D y en cada punto
(x,y,z) € D su densidad es p(x,y, z), se define su centro de
gravedad o centro de masa (denotado por (X,y,Z)), como

x:l/// x p(x,y, z) dxdydz ,
MJJJp
y—l///yp(x,y,Z)dxdydz,
MJJJp
1
z:/// zp(x,y, z) dxdydz ,
M D

donde M es la masa del cuerpo.
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Integral multiple

Aplicaciones

Momento de inercia

Si un cuerpo ocupa una regidn del espacio D y en cada punto
(x,y,z) € D su densidad es p(x, y, z), se define su momento de
inercia respecto del eje E (denotado por /g) como

/E:/// dist ((x,y, ), E)*p(x, y, z) dxdydz,
D

donde dist ((x, y, z), E) es la distancia del punto (x,y, z) al eje E.
Recordemos que dist ((x, y, z), X)? = y? + 22,
dist ((x,y,2), Y)? = x* + 2% y dist ((x, ¥, 2), Z2)* = x* + y°.
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