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2. ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Definicion. Sean U C R™ un conjunto abierto, xg € Uy f : U — R. Decimos que x¢ es un maximo
local de f si existe un entorno V de xg tal que f(x) < f(xg) para todo x € V; x¢ es un maximo
local estricto de f si existe un entorno V de x¢ tal que f(x) < f(x0) para todo x € V' \ {xo}.
Decimos que x( es un minimo local de f si existe un entorno V de x¢ tal que f(x) > f(xg) para
todo x € V; x¢ es un minimo local estricto de f si existe un entorno V' de xg tal que f(x) > f(xo)
para todo x € V' \ {x¢}. El punto x¢ es un extremo local de f si es un minimo local o un maximo
local. Los puntos xg que verifican V f(x) = 0 se denominan puntos criticos de f. Un punto critico
que no es un extremo local se denomina punto de silla.

Teorema 1. Sean U C R" un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R. Si f es diferenciable en xq y
f presenta en x(p un extremo local, entonces Xy es un punto critico de f, es decir, V f(x¢) = 0.

Definicion. Se define la matriz Hessiana de f : U C R — R como
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Teorema 2. Sean U C R? un conjunto abierto y f : U — R una funcién de clase C? en U. Un
punto (zg,y0) € U es un minimo local estricto de f si se cumplen las tres condiciones siguientes:

(1) (x0,yo0) es un punto critico de f,
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(2) 67;;(560,.@0)>0,
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(3) D—detHf—Wain—(axay> >07 €n (x07y0)'

D se llama discriminante. Si en (2) ponemos < 0 en lugar de > 0, sin cambiar las condiciones (1) y
(3), entonces tenemos un maximo local estricto.

Teorema 3. Sean U C R? un conjunto abierto, (zg,0) € Uy f: U — R una funcién de clase C?
en U. Si (xg,yo) es un punto critico de f y el discriminante D de f en (g, yo) verifica D < 0, entonces
(z0,y0) es un punto de silla de f.

Si el discriminante D de f en (xq,yo) verifica D = 0, no podemos deducir que (xg,yp) sea maximo
local, minimo local o punto de silla de f.



Teorema 4. Sean U C R"™ un conjunto abierto, f : U — R una funcién de clase C? en U, y xg € U
un punto critico de f.

(1) Si todos los autovalores de la matriz H f(xg) son estrictamente positivos, entonces x¢ es un punto
minimo local estricto de f.

(2) Si todos los autovalores de la matriz H f(xg) son estrictamente negativos, entonces xg es un punto
maximo local estricto de f.

(3) Si dos autovalores de la matriz H f(x¢) tienen distinto signo, entonces xg es un punto de silla de

f.

Teorema 5. (Multiplicadores de Lagrange) Sean U C R™ un conjunto abierto y f,g : U — R
funciones de clase C' en U. Sean xo € U, ¢ = g(xq) y S el conjunto de nivel de g de valor ¢ (es decir,
el conjunto de puntos x € U tales que g(x) = ¢). Supongamos que Vg(xg) # 0. Si la restriccién de f
a S (denotada por f|g) tiene un maximo o un minimo local en x¢, entonces existe un nimero real A
tal que

V f(x0) = AVg(x0) .

Los puntos xo que verifican V f(x9) = AVg(x¢) se denominan puntos criticos de f|g.

Teorema 6. (Localizacién de méximos y minimos absolutos) Sean U C R™ un conjunto abierto y
acotado, y f : U — R una funcién continua en U. Entonces los valores méximo y minimo de f en
U se alcanzan en puntos pertenecientes a alguno de los siguientes conjuntos:

(1) los puntos de U en los que f no es diferenciable,

(2) los puntos criticos de f en U,

(3) los puntos méximo y minimo de f|sy.

Teorema 6°. (Localizacién de mdximos y minimos absolutos) Sean U C R™ un conjunto abierto
y acotado, A un conjunto abierto que contiene a U y f : A — R una funcién diferenciable en A.
Supongamos que existen ¢ € R y una funcién g tales que OU = {x € R" : g(x) = ¢}, g es diferenciable
en OU y Vg(x) # 0 para todo x € OU. Entonces los valores maximo y minimo de f en U se alcanzan
en los puntos criticos de f en U o en los puntos criticos de fl|ay .

Teorema 7. (Multiplicadores de Lagrange II) Sean U C R™ un conjunto abierto y f,g,h: U — R
funciones de clase C! en U. Sean x¢ € U, ¢ = g(X¢), k = h(xo) y S la interseccién de los conjuntos
de nivel de g y h de valores ¢ y k, respectivamente (es decir, el conjunto de puntos x € U tales que
g(x) = cy h(x) = k). Supongamos que Vg(xg) # 0y Vh(xg) # 0. Si la restriccién de f a S tiene un
maximo o un minimo local en xg, entonces existen nimeros reales A y u tales que

Vf(x0) = AVg(x0) + pVh(xo) .



