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3. INTEGRACION EN R”»

Definicién. Sea R un rectdngulo n-dimensional R = [a;, b;1] X [ag,ba] X - -+ X [an, by], con a; < b;,
parai =1,...,n. Se define la medida (n-dimensional) de R como |R| = (b1 —aq1)(ba—az2) - - - (bp—ay).

Observacion. Habitualmente la dimensién n sera dos o tres, por lo que estaremos trabajando con
subconjuntos del plano o del espacio. Si n = 2, la medida de R es el area de R. Si n = 3, la medida
de R es el volumen de R.

Definicion. Una particién P del rectangulo n-dimensional R es una particién de cada uno de los
intervalos coordenados [a;, b;], de modo que expresamos R como unién de subrectdngulos R = Uﬁ\;IRi.

Definicion. Sea f una funcién acotada en un rectdngulo n-dimensional R y P una particién de R
tal que R = Ui\ilRi- Definimos las siguientes cantidades para i =1,..., N,

M; =sup{f(z) : 2 € R;}, m; = inf{f(z):x € R;}.

La suma superior asociada a P de f y la suma inferior asociada a P de f son, respectivamente,

N N
=Y Mi|Ri|,  Lp(P) =) milRil.
i=1 i=1
Teorema 1. Sea f una funcién acotada en R. Entonces

sup L¢(P) <inf U (P).
P P

Definicion. Si f es una funcién acotada en R tal que existe un ntimero real I verificando

sup L¢(P) =inf Uy(P) =1,
P P

diremos que f es integrable en R. Al niimero [ lo llamaremos la integral de f en R, y lo escribiremos

bn l
I—/f /fa:l,..., )dxy -+ da:n—/ fxl,...,xn)dxl-'-d:cn.

Teorema 2. Si f es una funcién continua en R entonces f es integrable en R.

Teorema 3. (Teorema de Fubini) Sea R = [a1,b1] X -+ X [an,by] = Ri X Ry un rectangulo n-
dimensional, donde Ry = [a1,b1] X -+ X [aj,b;] y R2 = [aj11,bj41] X - -+ X [an, by]. Si f es una funcién
integrable en R entonces

J o= [ ([ senay)ar= [ ([ swpiz)ay,

donde z = (z1,...,2j) e y = (Tjt1,...,%n)-



Definicion. Si D es una region acotada en R” y f es una funcion acotada en D se define la integral

de f en D como
/Df—/Rf*,

donde R es cualquier rectangulo n-dimensional que contenga a D y f* es la funcién definida en todo

R" como
e ) fl@) sizeD
f("r)_{o sizgD.

Teorema 4. Si f, g son funciones integrables en la regién acotada D y ¢ € R, entonces
(i) f + g es integrable en D y /(f+g)=/ f+/ g,
D D D
(ii) cf es integrable en D y / cf = c/ 7,
D D
(73t) | f] es integrable en D y / /] = ’/ f
D D

(iv) f - g es integrable en D y (/ng)2 < (/Df2></1t)92)

Observaciones. Las propiedades (i) y (i7) nos indican que el conjunto de las funciones integrables
en D es un espacio vectorial y la integral es un operador lineal en este espacio. La propiedad (iv) se
denomina desigualdad de Cauchy-Schwarz.

i

Definicién. Un conjunto A de R™ se dice que tiene medida cero (n-dimensional), y lo escribiremos
|A] = 0, si para cada € > 0 existe un conjunto de rectdngulos n-dimensionales Rj, Rg, ... finito o
numerable tal que

ACRIURyU--- y |Ri| + [Ro| 4 --- < e.

Diremos que una propiedad se verifica en casi todo punto de B si el conjunto de puntos de B que
no verifican esa propiedad tiene medida cero.

Lema 1.

(1) Se obtiene una definicién equivalente de conjuntos de medida cero si se toman rectangulos abiertos
(o bolas abiertas o bolas cerradas) en vez de rectangulos cerrados.

(2) Si AC By |B| =0, entonces |A| = 0.

(3) Si A es un conjunto finito o numerable, entonces |A| = 0.

(4) La unién finita o numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero.

(5) Si A C R™ es un conjunto que tiene “dimensién” menor que n, entonces |A| = 0.

Corolario 1. La unién finita o numerable de curvas en R" tiene medida cero si n > 2. La unidn
finita o numerable de superficies en R"™ tiene medida cero si n > 3.

Teorema 5.

(1) Sea f una funcién acotada en el rectangulo R. Entonces f es integrable en R si y sélo si el conjunto
de discontinuidades de f en R tiene medida cero.

(2) Sea f una funcién acotada en la regién acotada D con |[0D| = 0. Entonces f es integrable en D si
y s0lo si el conjunto de discontinuidades de f en D tiene medida cero.

Definicién. Si la regién acotada D verifica |0D| = 0, se define la medida de D como |D| = [, 1. Por
tanto, si D C R?, [, 1esel dreade Dy, si D C R? [, 1 es el volumen de D.

Definiciéon. Decimos que una propiedad se verifica en casi todo punto de un conjunto A si el
conjunto de puntos de A que no verifica dicha propiedad tiene medida cero.

Teorema 6. Sea D una region acotada. Si las funciones f y g son integrables en D y son iguales en
casi todo punto de D (es decir, el conjunto {z € D : f(x) # g(x)} tiene medida cero), entonces

Jo= by



Teorema 7. Si f es integrable en la regién acotada Dy m < f(x) < M para casi todo z € D entonces

m]D\g/ngM]D\.

Corolario 2. Sean f, g funciones integrables en la regién acotada D.

| \

>0.
(ii) Si f(z) > g(x) para casi todo z € D, entonces /
Teorema 8. Sea f una funcién integrable en la regién acotada D. Si f(x) > 0 para casi todo x € D

y existe un punto xg € D con f continua en xg y f(xg) > 0, entonces

/Df>().

Teorema 9. (Teorema del valor medio de la integral) Sean f continua en la regién acotada D y
g(z) > 0 para casi todo = € D. Si f y g son integrables en D, entonces:

(1) Si f(x) >0 para casi todo z € D, entonces /
(

(i) Existe ¢; € D tal que / f=f(a)|D].
D

(ii) Existe co € D tal que / fg= f(cz)/ g.
D D

Teorema 10. Sean D una regién acotada y f una funcién definida en D. Si D es la unién de las
regiones de interiores disjuntos D = Dy U - U Dy, con |0D;| = 0 para i = 1,...,k, entonces f es
integrable en D si y sélo si es integrable en D; para i = 1,...,k. Ademads se tiene que

L%k

Definicién. Unaregiéon D C R" se dice simétrica con respecto a la variable z; (1 < j < n) si veri-

fica la siguiente propiedad: (z1,...,2;—1,%j,Zj4+1,...,%n) € Dsiysolosi (z1,...,2j-1, —Zj, Tj11,...,Tpn) €
D.

Una funcién f definida en D se dice impar en x; si

f($1, N ,:(,'j_l, _xjij—l-l,- . .,xn) = —f(acl, e ,mj_l,xj,mj+1,. . .,xn);

f se dice par en z; si
f(xl, ey Lj—1y LGy Tty - - ,xn) = f(i[]l, ey Lj—15 LGy Lj1y - - - ,iL'n) .

Teorema 11. Sean D C R™ una regién simétrica con respecto a la variable x; (para algin 1 < j <n)
y f una funcién integrable en D.

(1) Si f es impar en la variable x;, entonces [, f = 0.

(2) Si f es par en la variable x; y se define Dj = {x € D : x; > 0}, entonces [, f =2 ij f

Definicion. Sean D* un subconjunto de R" y T' : D* — R” una transformacién diferenciable.
Recordemos que el jacobiano de T es el determinante de la matriz derivada de T', es decir,

JT = det(DT).

Observacion. Tanto DT como JT son funciones del punto x € D*.

Teorema 12. (Teorema de cambio de variable) Sean D* y D regiones de R” y T': D* — D una
transformacién biyectiva de clase C'. Entonces para toda f integrable en D se tiene

/ f@yde = [ F(T() |IT(w)|du,
D D*



donde x = (z1,...,2,) y u = (u1,...,up).

Observacién 1. El Teorema de cambio de variable sigue siendo cierto si las hipdtesis de biyectividad
y diferenciabilidad dejan de cumplirse en un conjunto de medida cero.

Observacién 2. Si T~! denota la inversa de la aplicacién diferenciable T', del teorema de la funcién
inversa se deduce (JT)(J(T~1)) =1, es decir, J(T~!) = (JT)" L.

Cambio a coordenadas polares. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(z,y) €R? a (r,0), conr >0y 0 <6< 2r, mediante las férmulas:

xr =rcost, y=rsenf.

Observemos que r = \/x? 4+ y2, 6 = arctan(y/z). El determinante jacobiano del cambio es 7.

Cambio a coordenadas cilindricas. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(v,9,2) ER3 a (r,0,2),conr >0,0<0 <27y 2 € R, mediante las férmulas:

r=rcosb, y=rsenf, z=z.
El determinante jacobiano del cambio es r.

Cambio a coordenadas esféricas. Este cambio viene dado al pasar de las coordenadas cartesianas
(,9,2) ER3a (p,0,¢), con p>0,0<0<2ry0<¢ <, mediante las férmulas:

x = pcosl sen ¢, y=psend seno, Z=pcoso.
El valor absoluto del determinante jacobiano del cambio es p? sen ¢.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL EN DIMENSION n.

Valor medio. Si D es una regién acotada en R y f es una funcion integrable en D se define el
promedio o valor medio de f en D como

1 Y
\m/Df‘fDl'

Centro de gravedad. Si un cuerpo ocupa una regioén del espacio D y en cada punto (z,y,2) € D su
densidad es p(z,y, 2), se define su centro de gravedad o centro de masa (y lo denotaremos por
(7,7,7)), como

1 Y o
T = M///Dfﬁp(:v,y,Z)dxdydz, Y= M///ljyp(:v,y,z)dxdydz, zZ= M///sz(x,y,z)da:dydz,

donde M es la masa del cuerpo, que puede calcularse como M = [[ [, p(z,y, z) dedydz.

Momento de inercia. Si un cuerpo ocupa una regién del espacio D y en cada punto (z,y,2) € D
su densidad es p(z,y, z), se define su momento de inercia respecto del eje E (y lo denotaremos
por Ig) como

Iy = / / / dist (., 2), E)’pl, . =) dadyd=,
D
2

donde dist ((z,y, 2), E) es la distancia del punto (z,y, ) al eje E. Recordemos que dist ((z,y, 2), X)* =
Y2422, dist ((z,y, 2),Y)? = 22 + 22 y dist (2,9, 2), Z)? = 22 + 32, donde X, Y, Z denotan los tres ejes
coordenados.



