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5. TRANSFORMADA DE LAPLACE Y ECUACIONES DIFERENCIALES

Definicion. Para todo = > 0, se define la funcién gamma como

[(z) = / t"le~tat.
0

La funcién gamma tiene las siguientes propiedades:
) I' es continua y derivable.
D(1) =T(2) = 1; D(1/2) = /7.
I(x+1) = 2I'(z).
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) De lo anterior se deduce que lim I'(x) = +o0.
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Definicién. Dada f : (0,00) — R, se dice que f tiene crecimiento a lo sumo exponencial si
para algtin a € R se verifica limy_,o f(t) e = 0. En ese caso podemos definir la transformada de
Laplace de f para s > «, como la integral

L(f)(s) = /0 e p(t) i

La transformada de Laplace tiene las siguientes propiedades:
L(af +Bg) =aL(f)+BL(g) a,BeR
L(em®f(t))(s) = L(f)(s + a) a € R.

S

Lif(an)(s) = - L)) a>0

Teorema 1. Sea f una funcién continua en [0, 00) con crecimiento a lo sumo exponencial.
(1) Si f es derivable en (0,00) y f’ es continua, entonces

L(f")(s) = sL(f)(s) — £(0).
(2) Si f es dos veces derivable en (0,00) y f” es continua, entonces
L(f")(s) = s*L(f)(s) = f'(0) — s f(0).
(3) L(f) es derivable y

(4) L(f) tiene derivadas de todos los 6rdenes y

dn

2o [LDE)] = (D LE F©)(s)



Teorema 2. Si f es continua en [0, 00) y tiene crecimiento a lo sumo exponencial, entonces lo mismo
es vélido para la funcién

y ademas

Teorema 3. Si f y g son continuas en [0,00) v L(f)(s) = L(g)(s), entonces f = g.

TABLA DE TRANSFORMADAS DE LAPLACE

J(t) =sen(at). L)) = 5 -
J(t) = cos(at),  L()(s) = 503 -
f =2 L)) = arctan?
=€, L) =
fO =t L) =
£ = esenli). L) = i
J0) = eeos(bt), LN = ;=
ity = sembat) = L) = 50
(1) = cosh(at) = ST L) = 2

Ejemplo. Una ecuacién diferencial es una ecuacion que relaciona una funcién desconocida con sus
derivadas; el objetivo es encontrar la funcién o funciones que verifiquen dicha ecuacién. Vamos a
resolver la siguiente ecuacién diferencial y” — 4y = 8e~% con valores iniciales y(0) = 0, ¥/(0) = 6,
usando la transformada de Laplace.

Denotemos por Y (s) la transformada de Laplace de y(t), es decir, Y(s) = L(y(t))(s). Tomando
transformadas de Laplace en la ecuacién diferencial (usando el Teorema 1 y la tabla de transformadas),

llegamos a la igualdad
8

s+2°
Por tanto, hemos transformado algo tan complicado como una ecuacién diferencial en algo tan sencillo
como una ecuacion algebraica de primer orden (en la incégnita Y (s)). Operando, obtenemos
8 6s + 20 6s + 20 2 2 2
2
(s )Y (s) 5—0—2+ s+2 7 () (s—2)(s+2)?2 s—2 s+2 (s+2)2’
L(y(t))(s) = 2 L(e*)(s) — 2 L(e ) (s) — 2 L(te ") (s) = L(2e* —2e72 — 2te2Y)(s).

s%Y (s) — 6 — 4Y (s) =

Tomando ahora “antitransformadas de Laplace” (usando el Teorema 3), concluimos

y(t) =2e? —2e 2 —2te 2,



