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5 Transformada de Laplace y ecuaciones diferenciales

5.1 Transformada de Laplace.

Problema 5.1. Demuestra las siguientes propiedades de la funcién gamma, definida como
o
I(z) = / t" e tat, x > 0.
0

i) T(1)=T(2) =1; I'(1/2) = /7.
it) '(x + 1) = zT'(z).

iii) Deduce de lo anterior que lim I'(z) = +oo.
z—0t

iv) SineN, I'(n+1) =nl

v) SineN, T <n+1> @)t~

2) = 22np)

Problema 5.2. Si f : [0,00) — R es integrable en [0, N] para todo N > 0, y tiene crecimiento a
lo sumo exponencial (es decir, |f(t)| < ce®, para todo t > T, donde ¢, «, T son ciertas constantes que
dependen de f), la transformada de Laplace de f se define mediante

L)) = [ e e an

0
i) Prueba que L(f)(s) converge para s € (a, 00).
ii) Prueba que si |f(t)] < ce®, para todo t > 0, entonces

IL(f)(s)) < ——,  s>a

S —

Problema 5.3.

i) Prueba que si f(t) = 1, entonces L(f)(s) =1/s, para s > 0.

ii) Integrando por partes, prueba que si f(t) = t", con n € N, entonces

L(f)@):s%, 5>0.

#i) Usando la funcién gamma, prueba que si f(t) = t~1/2, entonces

L(f)(s) =

™
S

; Contradice esto el ultimo apartado del ejercicio anterior?



iv) Usando la funcién gamma, prueba que si f(t) = t°, con b > —1, entonces

L(fs) = o

Problema 5.4. Prueba las siguientes propiedades de la transformada de Laplace:

i) Llaf + Bg) =aL(f)+BL(g), «BeR

i1) Si se define f = 0 para ¢t < 0, entonces si a > 0 se tiene,
L(f(t —a))(s) = e " L(f)(s).

i) Le=®f(t))(s) = L(f)(s + a), a€R.
) L)) = - LEO)(Z),  a>o.

Problema 5.5. Usando las propiedades anteriores calcula la transformada de Laplace de las funciones
siguientes, indicando en cada caso su dominio.

i) f(x) =e", (aeR),

ii) f(x) =ze*™, (a€R),

i) f(x)=e"/Vz,

w) f(z) = 2% (a€R, b>-1),
v) f(x) = sen(ax), (a € R),

vi) f(x) = cos(ax), (a€R),

vii) f(z) =e *cos(bx), (a,beR),
viii) f(x) = e “@sen(bx), (a,be€R),
iz) f(z) = sen’x,

z) f(x) = cos’x.

Problema 5.6. Sea f una funcién continua en [0, c0) con crecimiento a lo sumo exponencial.

i) Prueba que si f es derivable en (0,00) y f’ es continua, entonces
L(f")(s) = s L(f)(s) = £(0).
ii) Deduce a partir de i) que si f” es continua, entonces
L(f")(s) = s> L(f)(s) — s f(0) = '(0).

iii) Suponiendo que se puede derivar bajo el signo integral, prueba que L(f) es derivable y que

d

2 LU ()] = —L(££(1)(s).

iv) Més ain, suponiendo que se puede derivar bajo el signo integral, prueba que L(f) tiene derivadas

de todos los érdenes y que ”
g L) = (L)L f(2))(s) -

Problema 5.7. Usando el ejercicio anterior si es necesario, halla la transformada de Laplace de las
siguientes funciones, indicando en cada caso su dominio:

i) f(z) =xcos(ax) (a€R),
i) f(z) = z%sen(azx) (a €R),



i) f(z) = sendx,
w) f(x) = cos’x.
Indicacién: iii) 4sen®z = 3senz — sen 3x; iv) 4 cos’x = 3cosz + cos 3.

Problema 5.8. Halla la funcién cuya transformada de Laplace es

D R
s2—1 (s+1)2
1 . 1
ZZZ) m ’l'U) 57 (n € N)
v) 1 vi) 4s+ 12
(s —1)2(s2+1) s2+8s+ 16
i) se /2 iy L
vii 21 a2 viii 7

5.2 Ecuaciones diferenciales.

Problema 5.9. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial

. y — 3y =e* . { y' + 3y = sen 2t
1 21
) {y<o>=1 w0y =0
y' — 5y = cos 3t . { y — by = e
211 A%
) { y(0) = 1/2 VL wo) =172
v) { y// + 2y/ + y = e—t m’) { y// —y= e?t
y(0) =0,4'(0) =1 y(0) = 0,9/(0) =1
. y"” + 16y = cos4t { y' +2y +y=e3
V11 V11
) { y(0) =0, 3'(0) =1 ) y(0) =1, ¥'(0) =0
i) { y" — 6y + 9y = 2 ) { y'+ 4y +6y=1+e"
y(0) =2, y'(0) =6 y(0) =0, 4'(0) =0

Problema 5.10. Resuelve los siguientes problemas de valor inicial, para ¢ > 0,

) - () —
”{ym y(0) =0,

){ "(t) 4+ 2" (t) — 62/ (t) =0
z(0) =(0) =0, 2"(0)=1.

Problema 5.11. Resuelve, para w # wy, el problema de valores iniciales

" +wdr =ksenwt, t>0,
z(0) = 2/(0) =0,

que describe las oscilaciones forzadas de una masa en un resorte no amortiguado. ;Qué pasa si w = wy?
Indicacién: L~ {m} 2@3 (sen at — at cos at).



