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SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE CALCULO II PARA GRADOS DE INGENIERIA
Elaboradas por Domingo Pestana y José Manuel Rodriguez,
con Paulo Enrique Fernandez Moncada, Arturo de Pablo y Elena Romera

1 Calculo diferencial en varias variables.

1.1 Funciones de varias variables. Limites y continuidad.

Problema 1.1

i) ninguna de las dos cosas, A° = {(z,y) : || < L,y < 0}, 0A ={|z| =1,y < 0}u{y =0, |z| < 1}
i7) ninguna de las dos cosas, B° = (), 9B = {x = 1,1 <y < 2}; iii) cerrado, C° = {(z,y) € C :
r>10<y<22},0C ={x=10<y< 2}U{y—0x>1}u{y—2xx>1} w)cerrado,
D° = 0, 9D = D; v) cerrado, E° = {( ) o 22+ 3y? < 2}, OF = {(z,y) : 2%+ 3y® = 2}; vi)
abierto, F° = F, OF = {(z,y) : 2% + 3y? = 2}; vii) cerrado, G° = 0, G = G; viii) abierto, H° = H,
OH = {(x,y) : y =22}

Problema 1.2

(1) abierto, (2) abierto, (3) ninguna de las tres cosas, (4) compacto, (5) abierto, (6) cerrado, (7) compacto,
(8) abierto.

Problema 1.3
1)A°=A A=D, 0A={(z,y) €D :2=562=70<y<1}U{y=06y=1,5<x<T7}

(

(2) B°=B, B={(x,y) €R?: 2 >0}, 0B = {(x,y) € R?:  =0};

(3)C°=A, C =D, dC =04,

(4) D°:A,5:D 0D = 0A4;

(5) E°=FE, E=F, 8E—{XG]RN IIx|| = 3};

(6) F°=E, F = F, OF = 0F;

(1) G°=0,G=@G, 0G = G;

(8) H°=H, H={xeR": |x|| <3}, 0H = {x e RV : ||x| = 3}.

Problema 1.4

. Pl —y?) ) 5 o .
i) f(Ly/x) = f(x,y); i) N i) f(z) = x—a% gla,y) = 2> +y° = 2wy + 2y; w) f(z) =

=2z — 22, g(z,y) =z + y— L.

Problema 1.5

i) R? i) {(z,y) € R? + 2® —4y? > 0}; did) {(z,y) € R® © @ # y} iv) {(z,y) € R?: 2 +y? > 1}
v) {(z,y) € R? : ay # 0} vi) {(z,y) € R? : 1 < w+y < 1} vid) {(z,y) € R? : y # 0}
viii) {(v,y) € R? : xy > 0}; iz) {(z,y) € R? : cos(z —y) # 0} = {(z,y) € R? : z—y #
/2 +krconk € Z}; x) {(v,y) € R?2 1 o —y # 0}; i) {(z,y,2) € R® : ¢y? <9 22 + 22 < 4};
zii) {(2.y) € B2 : Jal,y| < 1. oy # o +y}: aiii) {(2.y) € B : [al,lyl < 1} U{(z,y) € R2: [a],]y| > 1},

Problema 1.6
i) R; 1) [0,00); #i1) R; iv) [0,00); v) R\ {0}.



Problema 1.7
i) Hipérbolas zy = c.

EJEX

1) Rectas paralelas y = x — e°.

x3) = loo(e-y)

o
w c— =

1x3) = (x45) 1 Gcy)

EEZ

EEY

Problema 1.8
i) no existe lirr(1) f(2,0); 41) €= —=3; i) |f(z,y)| < |z| luego ¢ = 0; iv), v), vi), vii), iz), ) no existe,
T—

t
sent _ 1

pues lim f(z, Ax) depende de A; viii) ¢ = lim
z—0 t—0

Problema 1.9
No se puede en ninguno de los dos casos: no existe lim f(x,z), y lim f(z,1)) =1 # lim f(1,y) = 1/3.
z—0 z—1 y—1

Problema 1.10
i) Es continua en R? \ {(0,0)}; ) Es continua en todo R?; iii) Es continua en todo R?; iv) Es continua
en R?\ {(0,0)}; v) Es continua en todo R?; vi) Es continua en R?\ {(0,0)}; vii) Es continua en todo R?;



viii) Es continua en R%\ {(z0,v0) : zo = yo # 0}; ix) Es continua en R?\ {(z0,v0) : yo = £23}; z) Es
1 1
continua en (Rz \ {(z0,%0) : Toyo = 0}) U (0,0) U (kez%{o}{(ﬂ’ 0), (0, H)})

Explicacién: Estd claro que las funciones i)-vi) son continuas en todo R? salvo posiblemente en el origen,

y la existencia o no de limite en el origen se deduce igual que en el problema anterior. En wii) el

. . . sent
denominador no se anula. En wviii) se tiene lim fz,y) = e™™ lim =e
(z,y)—(x0,20) t—0et — 1

existe lim f(z,4a?) si x9 # 0, y ademds lin%) f(z,Az?) depende de A\. En z) la funcién es continua
T—T0 T—

—x0

En iz) no

salvo posiblemente en los ejes; en el origen es |f(x,y)| < |z| + |y|, asi que el limite es 0; ademas,

lim f(z,y) = 0 pues es el producto de un término acotado y un término que tiende a cero, lo
(z,y)—(0,1/km)

mismo que lim z,y) = 0.
d z,y)—(1/km,0) f( y)
Problema 1.11
i) 0; i) 1/2; iii) No pues liH(l) f(x,  \z3) depende de .
T—

1.2 Derivadas. Diferenciabilidad.

Problema 1.12

i) Vf=(6x—y,—x+1);i) Vf=(3z2e Y, —a3eY);

iii) Vf=(2u/(* +y"),4°/(a® +y")); iv) VI = (29(x)g'(2)h(y). (9(2))*F (y));

v) Vf=(—z//1-@*+y?),—y/V1— (22 +y?)); vi) Vf= (", 2zye" + e ye*);

vii) Vf = (seny+ zcosx,xcosy + sen z,y cosz + senx);

viit) Vf=((1+ y) cos(x + vy + 2 Hx cos(x + xy + 22),2z cos(z + 2y + 22));

iz) Vf=(y 2o log z, mez“”y log z, xy 2 ey by 2) VF = (299.h% + 3¢g°h?hy, 299,03, 392 h3h.);
xi) Vf = (2rsend,r?cosf —sen20); zii) Vf = (3p*senycosh, p3 cos p cos b, —p3sen psen ).

Problema 1.13
i) 0; 7i) no existe el limite pues lin% f(z, Ax) depende de A.
T—

Problema 1.14

Todas ellas son diferenciables por obtenerse mediante sumas, productos, cocientes y composiciones a
partir de funciones diferenciables.

Problema 1.15

of of
0,0

) oo =2

Lo e —0-0-0) e e 2 i b vist

(x’y)gnl(o,o) 372 mn yQ , pues poniendo Yy = I seria xll)% x, ampilen se podria haber visto compro-

bando que la funcién f no es continua en el origen.

—(0,0) = 05 1) of = M y no existe hm 0

2
) O, = 1 -5 1 t
o (22 + y2)2 Y or (0,9) ylg%)y i7i) no existe

Problema 1.16
af Al

(0 0) = %13(1] ~» que no existe.

Problema 1.17

i) f es continua en todo R?; ii)

of
ox

(0,0) =0, gf(O 0) =0, f es diferenciable en (0,0) pues

5L —0-0-0]

lim
(z,y)—(0,0) Va2 +y?




Problema 1.18
Y

Y|

i) g es continua en R?\ {(0,0)}, pues lin% 9(0,y) = lin% , que no existe; 77) las derivadas parciales no
Yy— Yy—

0 h 0 1
eXiSten en (07 0)7 pues a_z(og 0) = %IE)I%) m’ a—z(o, O) = %15}[%) W7 ZZZ) por tanto’ g no puede ser diferenciable
en (0,0).
Problema 1.19
) = e = 0; i) -=(0,0) = ==(0,0) = 0; el limit
’L) (m,y)liﬁ()yo) (xQ +y2)1/2 (x,y)l—)n%o,(]) (.’172 +y2)1/2 ) Zl) ax( ) ) ay( 3 ) , el limite

en 7) no existe si & = 1/2, calculando como siempre el limite a través de rectas y = Az.

Problema 1.20

i)z=04+1(x—-1)—1(y —3), esdecir, x —y — 2z = —2; @) do —8y — 2z = 8 i) 2x +y —z = 1;
iv) 2z +y — /52 = 0.

Problema 1.21

(i) Img(f) = [0,7/2), f es acotada; (ii) la curva de nivel para ¢ = 0 contiene sélo el punto {(0,0)}; la

curva de nivel para ¢ = 7/4 es una circunferencia centrada en el origen y de radio 1; (iii) Vf(z,y) =
2

(z,y); z=a+ > —1
1—|—($2+y2)2 x,y,z-w 4 .

EEY EJEX

Problema 1.22 )

2
- == ]. .
log 2

Para ¢ =1 es la recta y = 0; para ¢ = 2 es la hipérbola



1.3 Funciones vectoriales y operadores diferenciales.

Problema 1.231
y=1 v
i) DA = (yx ¥ logw 0); i) DB = (senycos(zseny) xcosycos(zseny));

0 0 1
1+e* eV xe¥ —seny L1 e
iii) DC=| 20 |;iw) DD= [ 1 0 ) DE:< : );
20y x* 0
—senx 1 Y
ye® + xy2e®™  xe™ 4+ xlye™ 0 R
vi) DF = seny T Cos Yy 0 | vii) DG = (2zlogt + \/z, —t, 5T y).
5y* 10xy 0 NE

Problema 1.24

. 1 -3 2
g DT_<2 1 —2>’

i)
o ITa() ~ Tafa) = DTa(a) (x )| _ | [ Ax—da-AGx—a)]
x—a [x —al x—a [x — al
Problema 1.25
i) Ti(r,0) = (rcosf,rsend) JTy =7
i) Ts(r,0,z) = (rcosf,rsené,z) JIhy =r
iii) T3(p,0, ) = (pcosBhsen g, psenfsen o, pcosp) JT3 = p?senp
) Ty(r,0,z) = (Vr2 + 22,0, arctg(r/z)) JTy = 1/Vr? + 22

Problema 1.26

i) F = (3,3, —3); 1) La ecuacién vectorial de la recta tangente es r(t) = s(1)+(t—1)s'(1) = (e,e™ !, cos 1)+
(t—1)(e,—e~ !, —sen1). Por tanto, la particula se encuentra en el instante t = 2 en r(2) = (2e,0,cos 1 —
senl).



Particula de masa m=3 se mueve describiendo Ia trayectoria ritj=(exp(t) exp(1).cos®) ; t en [0, 1) antes de ser iberada

s

_—

,D‘5>

Problema 1.27
i) E'(t) =my/(t)r"(t)+VV(e(t)r'(t) = r/(¢)
E(t) = E constante, se tiene ||r/()]]
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Problema 1.28
i) F(s(t)) = (2,2, 2—) =§'(t); ii) F(s(t)) = (2%, ——, -

i) B(s(0) = (7 _1t)2, % e(l(z__t)?) —5(b).

Problema 1.29
i) divF(x,y) = 6zy + 3y?; rot F(x,y,2) = (0,0,0); ii) divF(z,y,2) = 0; rot F(z,y,2) = (0,0,0); 4ii)

) —2zyz
divF(z,y,z2) = CERyn 22)2§
223 2y(x? — 22) —223
ot P02 = (o oop g s 2P @ 2P

Problema 1.30
i)divv(z,y, z) = 3; rot v(z,y, z) = (0,0,0); i) divv(z,y, z) = 6; rot v(z,y, z) = (0,0,0); iii) divv(z, y, z)
= 1/7?%; rotv(z,y,2) = (0,0,0).

Problema 1.31
i) rot(Vf) = (0y0.f — 0:0yf, —(020:f — 0:0.f), 020y f — 040, f) = (0,0,0);

i) div(rot F) = 0,(0,Fy — 0.F5) + 0, (9. F1 — 0y Fs) + 0. (0. Fy — 8, F) = 0; iid) a(af 9) _ fgg + ggf;
O O(fR) <~/ 0F 0 . l z z
i) 3 T S (528 2T ) (Vg — gV S) = 20+ VIV~ (AT + VgV ).

i=1 Ti i= T T

Problema 1.32
x
i) Vf = (r*)'Vr = kr*2x, pues Vr = =; i) usando iv) del problema anterior y i), div F = r¥n +
r
k+2

krk=2xx = (k+n)r¥; iii) sabiendo que r*x = Vf con f = ]:7+2, sik# —2y f=logrsik= -2, usando

i) del problema anterior, rot F = 0; iv) usando i) yii), Af = div (Vf) = div (kr*~2x) = k(k+n—2)rk=2,



1.4 Regla de la cadena y derivadas direccionales.

Problema 1.33 1

) Do f101) = @32y - (=055 = —U/V2: i) VE: i) (7 = 4e) 55 iv) <3V3/2 1) VG
vi) 6/+/10; vii) 2/(5v/5); viii) 2/3; iz) 24a 4+ 10v/1 — a2, debe ser a = 12/13 para que la derivada sea
méxima: se puede maximizar la funcién g(a) = 24a+10v/1 — a? o elegir a para que el vector sea paralelo

a Vf(2,1) = (24,16); x) 31//105.

Problema 1.34

T +2y =1, pues Dy 3)f(7,y) = 208+2y

Problema 1.35
Dy f(z,y) = (3,1)-v, asi que hay que resolver el sistema para v = (v, v2), {
v=(0,1), v=(3/5,—-4/5).

Problema 1.36
i) Si v = (v1,v2), la condicién es v; — vy = 0, que da v = +(1/v/2,1/4/2); ii) la condicién ahora es
Yov1 — zov2 = 0, que da v = x(zo//23 + y3, yo/ /x5 + y3); iii) son rectas que pasan por el origen.

Problema 1.37
i) (2,2,2)- (z—1,y—1,2—1) =0, que implicax +y+2 = 3; i) x —2y+ 2 = 0; @ii) x = 7/2; iv) z = 0.

3vi +ve =1

con soluciones
vitoi=1 "

Problema 1.38
coss —tsens

_i 2 -1 1 2y 1
) Df(:c,w:( w0 et );Dga,s): ¢ 0
Tz y+1 -2 1

Dh(u,v,w) = ( v?e¥, 2uve”, w?e" ); i) DF(1,0) = Dh(—1,e"!,2)Dg(—1,0)Df(1,0) = (0,1);
1
iti) z=—14+0(x — 1)+ 1(y — 0), es decir, y — z = 1; iv) Do F(1,0,—1) = (0,1)(3, —4)5 = —4/5.

Problema 1.39
i) VT(0,0) = (1,1); 4) — VT(0,0) = (—1,-1).

Problema 1.40 P
i) Vp(z,y,z) = ke~ @ TV +27) (_2, —2y —22), es decir, en la direccién del vector director del punto hacia

el origen; i7) esferas.

Problema 1.41
i) Vh(1,0) = (—4,0), es decir, hacia el oeste; ii) — VT (1,1,1) = (e7!,2e72,3e73).

Problema 1.42

2 2
i) D(GoF)(1,1)=D(G(2,1)DF1,1) = 2 0 |;
0 4
B dh Of Of du Of dv Oh Of Ou  Of Ov Of dw
i) a) dz 893+8u dw+8v dx’ b) or  Ou 8x+8v 8az+8w dx’
Oh_Of duow of v w 0fov L 0x o
) o T dudw d: " vowdr Tavas ) gy SEHwH STy

arctan(z/y)  ylog(z + ?J)) (log(@+y) arctan(y/z).
T+y 2+ y? ’
arctan(z/y) xlog(x—i—y) +y)aretan(y/z),
-~ = — elog(z+y) arctan(y/z h'(0) =V f(1,1,0)s'(0) = 1/2.
Problema 1.43

ou Ou cos 6
rcosﬁ(ase no + % )

Problema 1.44

Utilizando laregla de la cadena: 7'(t) = 4(Voc)(t) = VV (c(t))-¢/(t) = (2¢71*, 2¢t*, 0)-(2te!”, —2te"", 132)

= 4t — 4t = 0. Derivando directamente, como la funcién es h(t) = (V oc)(t) = 1, se obtiene el mismo
resultado.

= et = -y o=
0z

sen@(%c s+ gz(—s:n@) = %




