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2 Estudio local de funciones de varias variables.

2.1 Derivadas de orden superior.
Problema 2.1
Af _yla'+4a*y? —yY)  Of  a(yt +4aPy’ —at)

i) ox (22 + y?)?2 oy (22 + y?)? ’
0% f (22 — y?)(2* + 102%y% + y?) (9f 8f
82 82 62
axgy(o, 0) = 1; i) no existe el limite pues hm (%Jéf (z,Ax) depende de X; iii) &Eafy(o, 0) =1,
62
5 8f (0,0) = —1; por el apartado anterior f no es C? en ningiin entorno del origen.
yox
Problema 2.2
3_9,.2 2
i) (2;J2+y23?§2 - (xgil;s)g i) 2cosy —y’senxr  —2rseny + 2ycosT )
_ (ngzf”)? féﬁz?i;g?)/; ’ —2xseny + 2ycosx —axcosy+ 2senx
— 3 2,2
y(y —Davy=2 2911 +ylogz) . (1+i§52 2 (11+§252)2
i) Y11 + ylogx) z¥log?  iv) 1-22y —2z%y ;
(+a2y?)2  (1+a2y?)2
—2xy x2—y> 4 —6 1
2 2)2 2 2)2 .
v) ( (Cf,:ztyyz? (@ o ) ); vi) | -6 =2 1 |;
@2 y?)?  (22+y2)2 1 1 6
2y + 2z 20+ 2y+ 2z 2x42y+ 2z
vit) 2x + 2y + 2z 20 + 2z 2z + 2y + 2z
20 +2y+2z 24 2y+ 2z 2z + 2y
Problema 2.3
0*u  0%u 2xy 2xy 2(y? —2%)  2(z? —9?)
i) Au a2 T 3y2 (@2 + 42)? + (@2 + 42)2 it) Au @2+ 522 | @2+ y2)2
Problema 2.4
z Ou oy 0P . . o 20 0P vy . ' y2‘
) - _f( ) " By :f(r);v 922 =f (T)ng‘i‘f(?");—f(?")?ga 92 =f (T)ng‘*‘f(r);—f(r)?g,
a;2 y? 2 22 g 1
Au = f"(r) <Tg + 742> + f'(r) (r T3 > = f"(r) + *f/(r);

ou Ofx Ofy Ou Ofy Ofcw 82 0 f 2 8fr2—x2 0*f 22y  O°fy?> Of 2xy
)333 orr 0012 dy 67“7"4_607’2’8332_67“27"2—’—5 i 9rof rd +802r4+% rd’
?u  O’fy?> Ofr?—y?  O0*f 22y  O*fa®  Of 2xy
G o T or 8 Y 5on 8 T g T T g g basta abora sumar,

i11) las funciones son fi(r,0) = 0y fa(r,0) = logr?, basta ahora derivar.




Problema 2.5

) basta deriva O 20° —y’ — 2 Pup _ 2(a* —y* = 2* — ) serd mas facil usando
i rivar, = e = ,++ e Serd m il usan
022 (22 +y? + 22)5/2 0x? (22 +y? + 22 +w?)3

) .
el siguiente apartado, pues ambas son funciones radiales, fi(r) = r~!, fo(r) = r=2; i) 8—u = f’(r)gc—],

&£ r
92u " a;‘? ;01 , a;‘? . n gj? . L - $j2 ” n—1, .,
g = OO P00 Y 0 3 = 10+ ) i
se puede utilizar la definicién Au = divVu y los problemas 1.31 y 1.32; 4ii) Au = k(k +n — 2)r¥2 =0

cuando k = 2 —n si n # 2 (comprobar el apartado i)).

Problema 2.6

i) Se debe verificar la relacién w? = ¢?k?; ii) Se debe verificar a relacién w? = k% + h2.
Problema 2.7

Se debe verificar la relacién A = pk?.

2.2 Extremos de funciones de varias variables.

Problema 2.8

2
0 4

i) Vf=Q2r,dy—4)=0siz=0,y=1; Hf(0,1) = (
local de valor f(0,1) = —2;

>, por tanto f alcanza en (0,1) un minimo

i7) g alcanza en (—2,—2) un minimo local de valor g(—2,—2) = —10; 4ii) h alcanza en (—3/4,5/4) un
minimo local de valor h(—3/4,5/4) = 21/8; iv) k tiene en (0,0) un punto de silla y en (2,4) un minimo
local de valor £(2,4) = —64.



v) Vm = (322462, 3y?>—36y+81) = 0siz =062 = —2, 6y =9, cuatro puntos criticos; Hm(0,3) =

Yy
6 0 6 0 — 0 —6 0
( 0 —18 >, Hm(0,9) = ( 0 18 >, Hm(-2,3) = < 0 _18 >, Hm(-2,9) = ( 0 18 >, por

tanto m tiene un maximo en (—2,3) de valor m(—2,3) = 107, un minimo en (0,9) de valor m(0,9) = 5,
ademds de dos puntos de silla en (0,3) y (—2,9)

Problema 2.9

Vf= e_x2+ay2(—2:n, 2ey); si € = 0 se anula en los puntos de la forma (0, yy) para todo yp € R, mientras
-2 0
0 0
-2 0
0 2

que si € # 0 solo se anula en el origen; si € = 0 se tiene H f(0,y9) = ( >, f alcanza el maximo

absoluto en esos puntos, de valor f(0,y0) =1. Sie =1, Hf(0,0) = ( ), y (0,0) es un punto de

-2 0
0 -2

silla. Sie=—1, Hf(0,0) = ( ), y (0,0) es un méximo absoluto de valor 1.

1,99 = explo? + ey para g= 1

lx,y) = explx® + cey?) para g = - 1

Problema 2.10

i) Vf = (322%y3,323y?) = 0 si 2y = 0; los puntos de la forma (z,0) y (0,y) son puntos de silla pues f se
anula en ellos y es positiva en el primer y tercer cuadrante y negativa en el segundo y cuarto cuadrante
(f no tiene maximos ni minimos);



EEX

EEY

i7) f alcanza en los puntos de la forma (z,0) y (0,y) el minimo absoluto (f no tiene mdaximos) de
e 2 —_—
(1422 +y2)2(y
242y + 1,2 -2 — 2y —1)=0siz=1/vV2=—y, 6z =—-1/vV2=—y; Hf(1/V2,-1/V2) =
~1/vV/2 0 1/v2 0
Hf(-1/v2,1/v/2) = ; —

( A ) F-1VE VD) ( V2 )i por tanto f ateanza en (1/V3,~1/2)
un méximo local de valor 1/v/2, y en (—1/4/2,1/4/2) un minimo local de valor —1/+/2.

valor 0; i7i) f alcanza en (0,3) un minimo local de valor f(0,3) = —9; iv) Vf =

Problema 2.11

i) f tiene en (0,0) un minimo absoluto de valor 0 y en (+1,41) tiene méximos absolutos de valor 2;



i) y iii) f(z,y) = (x +y)?, Vf = 2 +y),2(x+y)) =0si x+y = 0; como f(zg,—x) = 0, pero
f(x,y) > 0, los puntos de la forma (xg, —xg) son minimos absolutos tanto en B como en C'y en ellos f
toma el valor 0; ademds hay que estudiar la frontera en cada caso, B consta de cuatro segmentos y C' de
dos curvas: 0B ={x =2, -1 <y<1}U{-2<z<2,y=1}U{r=-2-1<y<1}u{-2<z<
2,y =—1} = v1 U~ Uvs Uy, mientras que 0C = {y = £v/8 — 2, —2 << 2\/5} = 01 Uoy. Por
ejemplo en ; tenemos la funcién g1 (y) = (2+y)?, con méximo en y = 1, minimo en y = —1. Finalmente
(2,1) y (=2, —1) son los maximos absolutos en B y en ellos f toma el valor 9. En oy, tenemos la funcién
h(z) = (z + V8 — 22)2, con méximo en (2,2) y minimo en (2, —2), (—2,2). Finalmente (2,2) y (-2, —2)
son los méaximos absolutos en C'y en ellos f toma el valor 16.

ey = g ) = (e

Problema 2.12

i) Vf(0,0) = 0, Hf(0,0) = <(2) g), por lo que (0,0) es un punto de silla; i) Vf(0,0) = 0,

Hf(0,0) = < 8 8 ), por lo que no funciona el método. Sin embargo, f(z,z/7) = x?/7 > 0, mientras

que f(z,—x/7) = —x?/7 < 0; por tanto (0,0) es un punto de silla.

Problema 2.13
N N

V#m,b) = (_22(% — ma; — b)z;, _22(% — mx; — b)); igualando a cero, llamando A = ) x;,
=1 i=1

B =Yy, C =Y ay;, D=> 1z tenemos el sistema { Dm+Ab=C

Am -+ Nb=B en las variables m y b. Se



obtiene

N
€X; . — N €T
AB - NC Z; z;y z; i B—Am 1 & 1Y
T A22_-ND /N \?Z L vty A szlm
ZQTZ —NZI’? = =
i=1 =1

Problema 2.14

i) maximos/minimos en x(k1, ko) = (5 + k17, ko), k1, ko € Z, si k1 + k2 es par/impar. Puntos de silla
en y(k:l, ]{72) = (klﬂ', % + kgﬂ'), ki,ky € Z.

i7) punto de silla en (0,0); Minimos/punto de silla en x(k) = (0,4./5 + k7), k € Z, si k es par/impar;
Méximo/punto de silla x(k) = (£./5 + km,0), k € Z, si k es par/impar. Puntos de silla en x(k1, k2) =
(£/5 + ki, +./5 + kom), k1, ko € Z, si k1 + kz es par y minimo/méximo en x(ky, k2) =

(£/5 + ki, &/F + kom), k1, ko € Z si (k1 es impar,ky es par)/(k; es par,ky es impar).

2.3 Extremos condicionados.

Problema 2.15

204+ Ay =0
i) Resolviendo el sistema ¢ 2y + Ax =0 3, se obtiene x = y = +1, que da los dos minimos (1,1) y
zy =1
y+2x=0
(—1,—1); 4i) resolviendo el sistema {§ x4+ 8\y =0 », se obtiene x = +2y = +v/2, que da méximos
22+ 42 =1

(\/571/\/5) y (*\/iv *1/\/5); minimos (\/iv *1/\/5) Yy (*\/iv 1/\/5)




Problema 2.16

20 +6+ 2 x =0
Resolviendo el sistema ¢ 2y — 8 +2Ay =0 ;, se obtiene z = —3y/4 = £12/5, que da minimo (—12/5,16/5);
2 +y? =16

maéximo (12/5,—16/5).

[ )

Problema 2.17

y+2A=0
i) Resolviendo el sistema ¢ x +3\y =0 3, se obtiene z = 5/4, y = 5/6, que da el maximo (5/4,5/6),
2+ 3y —5

yz +2X\x/a® =0

T2+ 2\y/b? =0

Yy +2Xz/c? =0

22 /a® + 2 /0 + 22/ =1
b2/37 z2 = 02/3? que da maximos %(lah |b|7 |C|)7 %(_ML _|b|a |C|)7 %(—’(ﬂ, |b|? _|C|)v %(ML _|b|a _|C|);
minimos %(—|a|,|b|,|c|), %(\a|,—|b|,|c\), %(|a|,|b|,—|cl), %(—|a!,—|b|,—|c|); iii) resolviendo el sis-
2220 + X =0
422325 + X =0
6229?25 + A =0
r+y+z=1
hay minimo.

no hay minimo; ii) resolviendo el sistema , se obtiene 2% = a?/3, y? =

tema , se obtiene x =1/6, y = 1/3, z = 1/2, que da el maximo (1/6,1/3,1/2), no
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Problema 2.18

i) para hallar los puntos criticos en el interior calculamos Vf = (22 — 2,2y —2) =0 si x = y = 1; para
estudiar la frontera con el método de multiplicadores, al tener tres partes se obtendrian puntos criticos
innecesarios: es mas fécil observando las curvas de nivel; maximo (3,0) y minimo (1,1);

Extremos de f(x.y) = («-1)%+(y-1)? en el conjunto T={y? < x < 3- sqri(2y), 0<y <2)

AN
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o G T 5 2 25 3
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o/

14+4Xz =0
.. . . 1+6Ay=0 . B . .
i1) resolviendo el sistema 141222 = 0 , se obtiene x = £1/2, y = £1/3, z = £1/6, que da

222 +3y2 +622 =1
méximo (1/2,1/3,1/6) y minimo (—1/2,—1/3,—1/6); iii) en coordenadas esféricas es més facil: estudiar
f(r,z) =12+ 22 en U = {2z > r? — 2}; para hallar los puntos criticos en el interior calculamos Vf =

2r+2ra=0
(2r,2z) = 0 si r = z = 0; para estudiar la frontera resolvemos el sistema ¢ 2z — A =10 , V se obtiene
2 —z2=2
r=20,z=-2,yr =+/3/2, z = —1/2; finalmente se deduce que no existe méximo y el minimo es
(0,0,0).

Problema 2.19
Méaximo M = v/3/9 en los puntos -1 (1,1,1), - (—1,-1,1), (1, -1, -1), 2=(-1,1, -1).

V3 V3 3 3
Problema 2.20
;. _ -1
Minimo m = 21 en el punto \/ﬁ(l, 2,4).
Problema 2.21
1+22x+p=0
242y =0
Resolviendo el sistema 3+u=0 , se obtiene x = +1 = —y = 1 — 2z, que da maximo M =
r+z=1

f(=1,1,2) = 7, minimo m = f(1,-1,0) = —1.

Problema 2.22

i) la distancia se obtiene restando el radio a la distancia entre el punto y el centro de la esfera, es decir
d=13-5=3§;

i1) minimizamos la funcién (distancia al cuadrado) f(x,y, z) = (x —4)?+ (y —4)? + (2 — 10)? en la esfera;
, se obtienen los puntos P; = (28/13,20/13,34/13) y P» = (—2/13,—-20/13,—14/13), con f(P1) = 64
y f(Py) = 324, es decir, son los puntos més cercano y mas lejano del punto dado, a distancia 8 y 18
respectivamente.



Problema 2.23
Minimizar S(a,b,c,d) = a + b+ ¢+ d con la restriccién g(a, b, c,d) = abed — A = 0; se obtiene a = b =
c=d=AY4

Problema 2.24
aK 1Ll= 4 \p=0

Tenemos que resolver el sistema ¢ (1 — a)K“L™* 4+ A ¢ =0 »; pero como solo se pide la relacién K/L,
pK +qL =08

basta dividir las dos primeras ecuaciones, se obtiene — = L.
L (1-a)p

Problema 2.25

24+2XQ1 =0
. . 8+4XQ2 =0 . V! B _
Resolviendo el sistema 24 + 8AQs = 0 , se obtiene Q1 = 10%, Q2 = 2Q1, Q3 = 3Q)1.

QF +2Q3 +4Q5="P

Problema 2.26
322 +4x23 =0

Resolviendo el sistema { 332 +4\y> =0 3, seobtienez =0,y =+1, 62z =41,y=0,62 =y =
4yt —1=0

+2-14 que da méximo M = 21/4 en (271/4,27V/4) y minimo m = —2/4 en (—271/4, —2-1/4),

Extremos de () = x*+y” en el conjunto dado por la cura 5% = 1
— T T

Problema 2.27
20+ A2z +8y) =0

Resolviendo el sistema { 2y 4+ A(8z 4+ 14y) =0 3, se obtiene x = +/5 = y/2, 6 = +6 = 2y, que da
x? + 8xy + Ty? = 225

la distancia minima d = 5 y se alcanza en los puntos (\/5, 2\/5) y (—\/5, —2\/5).
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