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3 Integracion en R"

3.1 Integral miltiple.
Problema 3.1

z? x ! 322 1
xy(x+y) dydr = (? § 234322y +9y°) dyde = (x —1—74- )dx =
1; did) / / sen? zsen’y dydw—/ gsen x) da:— i
w/2 7r/2 /2
iv / / (sen x—l—y))dyda;—/ (cosx —cos(z+7/2)) / / (xseny —ye”) dydx =
0
1 7r2 71'2(6—6 1)
——eY)dr = ————=.
/1(33 5 e’)dx 3
Problema 3.2
1 pa? 1 4 1 o 1 23
i) // xQ—ydydx:/2x4dm:'ii // xy—x?’dydw:/(—x4—2—2)dx:
23 - 2 9
; 407) (22 — sen( z? y)) dydz + (2x — sen(x y)) dydr = — 437 dx + 4x° dx = 0;
x+1 11—z - 0
w / / ysenxdyd:c+/ / ysenx dydx = 0.
0 Jz—1

| 8

Problema 3.3
i) m|D| < /f < M|D|, donde M = mgxf =5 m = InDinf = 1, |D| = 4m; i) en este caso,
D

4

M =12, m =0, |A| = 4; i) dividimos A = U Ag, donde A; = [0,1] x [1,2], Ay = [1,2] x [1,2],
k=1

Ag = [0, 1] X [2,3], Ay = [1,2] X [2,3]; se tiene m; = 0, M| =2, mo =1, My =8, mg = 0, M3 = 3,

my = 2, My = 12, con |Ag| = 1 para todo k; as1'0+1—|—0+2§/f§2+8+3+12.
A



rloblema 3.4

//xdydﬂc+/ / ydydx—f
0

Problema 3.5

4 p3y/4 5 pv/25—y2 1,1
l)/ / f(z,y) dfﬂdy+/ / f(,y) dedy; ii) / / f(z,y) dydz;
o Jo 4 Jo 0 Jz
0 /2 1/V2 /2 1 pe
i) / / f(z,y) dedy + / / f(z,y) dzdy; iv) / / f(z,y) dzdy.
—1/+/2 J —2arcsen(y) 0 2 arcsen(y) 0 Jev

o
o

Problema 3.6

1V V-
dydxr = / 2dxr = 2 = / / da;dy = ... mas dificil;
/ / \/1\/1 2 V1-— xQ 0 V1

1+VT-22 V2y—y?
/ / / sen(y — 1) dyde =0 = / / sen(y — 1) dedy = - - - mas dificil.
1—V1-2?

Problema 3.7

T Y s
//Senydxdy:/ senydy = 2.
0

Problema 3.8

1
i) porsnnetmai%/ / / zdxdydz-S/ 22dz = 1; i) // Y42+ 2y + 2+ )dydz-
0
1
/(z +2z+7)d2—5
0 2

Problema 3.9

1l pl 1 1
i///x3da:dydz:/ :1:3d:1:—f /// "y dedydz /(1—ey)dy:e;
zzz// / (2z + 3y + 2) d:ndydz—// 3+3y+ =) dydz_/ 203+ 2)dz =T;

—1)2

///ze”yd:rdydz— (e—1) / / ze¥ dydz = (e — 1)? / zdz:(e2 )

Prlobllema 3.10

—T ™

/ / / 2% cos & dzdydr = m(4sen 1+ 5cos1 — 6).
o Jo 0




3.2 Cambios de variables en la integral muiltiple.

Problema 3.11

-z — 1
Poniendo { v=ry } el jacobiano es J = 1/2, la integral es 3 /

T 3 7.‘.4
/ u?sen® v dvdu = —.
v=r+y ” 3

—T

Problema 3.12

= — 1 1 15
Poniendo ¢ ©~ Y% el jacobiano es J = 1/4, la integral es — / / udvdu = —8.
v=3y+zx 4 ) 5 )7

|
-3 -2 -1 0 1

Problema 3.13

11 S 14
Y =1+ 2u; iii)A:/Sldxdy:/o/O (1+2u)dudv=§;

/ / -v 14 2u dudv = 2 + \gg(ﬂ' — 6arctg(5/\/§))-

—|—u+u2)2

i) J(u,v) =

v
25
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Problema 3.14
w/2 2
/ / rlog(r?) drdf = 2r(log2 — 3/8).
0 1

Problema 3.15



T = arcost
y = brsent

ol fsent tr? 9 3 9 3
/ / ( T2 + ab“r” cos t sen t> abr drdt = gﬂab(l —log2).

Problema 3.16
f esimpar en x y F es simétrico en esa variable, luego / f=0;

w/2 2senf
/ f= / / cosfe’r drdf = 2.
H 0 0

Poniendo { } el jacobiano es J = abr, y la integral es

Problema 3.17

w/2 [2senf 1 0
/ / rVIEsentd o 1 s,
© senf

Problema 3.18

r
Poniendo { © ~ 2 €03 el jacobiano es J = C, y la integral es / / —costdrdt = —
y=rsent 2 0 1 4

b

Problema 3. 19

2m 2m 81
/ / / V712 + 22 dzdrdd = (2\/5 —1); i) / / / V9 — r2drdzdf = 54w — —71%;

8
2m
1i1) / / / rze” % drdzdf = —(e —1)2
o Jo Jo 4




Problema 3.20
2r  pw/4
/ / / e_”2p2 sen p dpdpdf = %(2 —V2)(1 — e~ %), Ver figura del Problema 3.28.
0

3.3 Aplicaciones.

Problema 3.21

/ /2 ’ dydz = ). i1) poniendo u=alfy el jacobiano es J = ! la integral queda
o)y Y _27 P ’U:yS/l‘ ’ J _8\/m7y g q

1 1 _ 1
/a2 /p2 S/uv dvdu = é(b_a)(q—pﬁ i41) poniendo { :}L ny3 }, el jacobiano es J = 2y’ y la integral

8 15 4
queda / / — dvdu = 2log 3.
4 5 2v

Problema 3.22

27 16 r2 2T 1—r
/ / / rdzdrdf = (8 3V/3); i) / / / rdzdrdf =
2r 2m 21 p6/5 pvV2—22
1i1) / / / rdzdrdd = 8m; iv / / / rdrdzdf + / / / rdrdzdf = 43;;
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Problema 3.23
i) primero observamos que la interseccién de las superficies 9 — 22 = 22 + 3y? es la elipse 222 + 3y% = 9;

V(9 212)/3/

3/V2 27
el volumen es entones, por simetria, 4 / / dzdydx = ——7\/6;
$2+3y 4

1— x2/2 (2—z—y)/2
/ / / dzdydx = ™2,
1— 362/



i vtodapor o ol 2= + 35 i prsbtion 9.7 e imtada or e o 427222 y 1o plancs =0y x+y #2222

1
1
JQ
|

! Cilindro eliptico 2 +2y’=2

Plano x +y:+22=2 ] 12 A

Problema 3.24

b\/l x2/a? c\/l x2 /a2 —y2 /b2 4

8 / / / dzdydx = gﬂabc; también se podrian haber utilizado coordenadas
0

esféricas adaptadas, © = apcosfsen g, y = bpsenfsen p, z = cpcos @, con jacobiano J = abcp® sen ¢, y

2 R
4 4
volumen / / / abep? sen ¢ dpdpdd = gwabc; en el caso de la bola de radio R quedaria §7rR3.
0

Problema 3.25

w/2 pdcosfd pv/16—12 64
/ / / rdzdrdd = —(3m — 4).
w/2J0 0 9

Valumen cormprendido et e il = 4c05(@, s esera 2 + 2= 16y e plano 2= 0

EUEX EEY

Problema 3.26

/2
/ / fer? drd9—4k—7r

Problema 3.27

1 2—z 1 2—x
9p 2 1
)M:/ / pdydr = —; x :/ / prdydx = ——,
o )2 2 M 9p o )2 . 2
9 1 2—x 8 2 prb—zx 64
= / / ydydr = 5; i) M = 2/ / pdydx = ?'0; Ty, = 0 por simetria, y,.,, =
Zl'

5—z2 sen? z L sen? z
2
/ / ydydr = 1; iii) M = / / pdydr = —; Topy = / / rdydx = il (o
s 0 0 2

sen? x w/4 pcosw
por simetria); y.,, = / / ydydr = §; ) M = / / pdydr = (V2 — 1)p; z,, =

€N T

w/4 pcosw w/4 pcosz \/§+1
dydr = —(2 2) — 1; = dydr = ~= 1~
2_1/ /S zdyde = 22+ V2) = V2 - 1; yoy 2_1/ /s ydyds = ==

en T en T

Problema 3.28
En coordenadas esféricas, como z2 + y? = p?sen? ¢, el momento de inercia es

2 /4 2 16
/ / / ap? sen? pp? sen p dpdpdh = 1—577(1(8 —5V2).
0 0 0



StidoV=(:2+y2 +y? <4, 22 (@ + P12
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Problema 3.29 Lo
8
Por simetria, la masa es 2/ / (y — x) dydx = 3
—1Jx

Problema 3.30

2 3 2 3 2 3
1 14 1 13
M:/ / zy dydx = 6; l‘CM:/ / 22y dyde = —; yCM:/ / zy? dyde = —.
1 J1 6.1 /1 9 6.1 1 6

Problema 3.31
1 T 1 1 T 4 1 T

M = / / yVdyde = =; Toy = 6/ / zy? dyde = =; Yo = 6/ / v dydz = 0 (o por
0 J—=x 6 0 J—x i) 0 J—x

1 T 1 1 T 1
simetria); Ix:/ / yrdyde = —; Iy:/ / 2%y? dydz = =.
0 ) 15 0 ) 9

Problema 3.32

Despejando la variable y el conjunto se puede escribir también como
1

1
Q={0<=z<1, 5(2x +1—-V8+1) <y < 5(\/8x+1 — (22 + 1))}; por tanto la masa serfa

1 pi(/Ba¥I—(22+1))

M = / / (22 — y*) dydz. Sin embargo esta integral no es ficil de calcular. Por otro
0 Ji(a+1-vBz+1)

u=x+vy

}, mediante el cual el
v=x—y

lado, la propia definicién original sugiere el cambio de variables {

1
conjunto queda Q* = {0 < u < 1, u? < v < /u} y la densidad p = uv; ahora el jacobiano es J = 7Y la

1oV 1
masa es M = / / uwv dvdu = —.
2 Jo Ju2 24

y]"? v=vu, v=u?
Placa Q = {(x,y): (x#y)"2 < x-y < J(x4y), x#y > 0}

Problema 3.33
1 p(1-2?/3)3/2 1 /2 3

i) / / dydr = / (1 — 2?32 de = / 3sen?ucostudu = 33" después del cam-
o Jo 0 0

bio /3 = senw; también se puede usar la transformacién en la integral original de dos variables
3
= t . . . . . ‘
{ 5_ ::SC;SI% } sugerida por la descripcién del conjunto; el jacobiano es J = 3rsen®tcos?t y el drea

7



1 pm/2 3r
/0 /0 3rsen? t cos? t dtdr = 3 i1) con la transformacién anterior, y por simetria, z,,, = Y., =

32 (1 (72 256
— / / 3r2sen’t cos® t dtdr = ——.
37T 0 0 3157T

Astroide 2%+ 25 =1 Area bajo la astroide x2% + 25 =1, conx20,y20
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Problema 3.34
lz —yl

V2

La distancia de un punto P = (z,y) alarectar =y = x es d(P,r) =

1ol 002
inercia es I, = / / Mp dxdy = Ly
o Jo 2 12

Problema 3.35

, por tanto el momento de

a rb(l—z/a) pa/c2—x2—y? 1 ) ) ) .
My = / / / zdzdydr = ﬂab(Gc — a” — b%); la masa del primer octante entero (en
0 Jo

0
w/2 prmw/2 pc et
esféricas) es M = / / / psen pp? cos ¢ dpdpdh = 16 finalmente My = M — M.
0 0 0

Sélidos obtenidos al intersectar el primer octante de la esfera x? +y% +z2=c? y el plano w/a + yb=1,a=1,b=2,c=3
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Problema 3.36 Lo
1
i) T(z,y,2) = a(a?® + y? + 22), T, = 8/ / / a(z? +y? + 2?) dedydz = a; ii) T(x,y,2) = a en la
—1J-1J41

esfera unidad 22 + 3% + 2% = 1.

Problema 3.37

2w rm/2 rR or RS
M = / / / ptsen p dpdpdd = %; por simetria z,, = y.,, = 0;
0 0 0

5 2w rm/2 rR 5 5R
Zoy = 27TR5/0 /0 /0 p° sen @ cos ¢ dpdpdd = 17"




Problema 3.38
Si consideramos como plano z = 0 el plano que separa el helado del barquillo, en coordenadas cilindricas
tenemos que el helado viene descrito por el conjunto H = {0 < r < R,0 < z < v/ R? —r?}, mientras

1
que el cucurucho es C = {0 <r < R, A(r — R) < z < 0}, donde A = Y indica la abertura del mismo;
a

entonces la coordenada z del centro de masas es

1 2r pR pVR2—1r2 2r rR 0
0=z, = i / / / prrzdzdrdd + / / / perzdzdrdd | ,
o Jo Jo o Jo JA(r—R)

R pVRZ—1Z
Pc_/o /0 rzdzdr 7rR4/4

o lo que es lo mismo, — = =3tg% o

R 0 R4)\2 12
Ph —/ / rzdzdr " /
0 A(r—R)

R=1,tg(@)=1/3
z

1

02040608710

Problema 3.39
i) el conjunto entre z = +r, z = 2 £ 3r, es decir, {0 < r < 1/2, r < 2z < 2—3r}; 7) Volumen=

21 p1/2 p2-3r
/ / / rdzdrdd = %; (o volumen de dos conos de radio 1/2 y alturas 1/2 y 3/2 respectivamente,
0 0 r

1 1 2 1 3 T ) ) 6 21 1/2 2—3r 3
V= 3™ <2) (2 + 2) = 6)’ Ton = You, = 0 por simetria, z.,, = TF/O /0 /T rzdzdrdd = 7

P
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