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4 Integrales de linea y de superficie

4.1 Integrales sobre curvas y campos conservativos.

Problema 4.1

i) y(t) = (Rcost, Rsent), t € [0,7/2], I = /Uﬂ/Q 2R* costsen®t dt = §R4; i) I = \/E/:ﬂ(l—i—9t2)2 dt =

2\/E7T
5)

(5 + 12072 + 129674).

Problema 4.2 ) )
1
y(x) = (z,2%), 2 € 10,2], L = / V144x?de = V17T + i(log(él—i—\/l?)); M = / zV 14422 dx =
0 0

173/2 — 1

12
Problema 4.3
1
14 T 0<z<1
. _1< <1 I— 2_23 4_23'12 d _AE _ 5 S < I
) 1(@) = (@), -1 <a [ (a2t a2, 2) = 15,%)7(33) e

1 2
352 . T 272 — X 2 ZU2 — — X — xr = —. Z’L’L 6 5 — 2
/0<2 0)-(1,1)d +/1< F@-aPa? - (22 (1, -1 dr = 3; / 15,965, -2 -

1
(1,2t,3t%) dt = 55 1) 70 = (1,0,2) +4(2,4,-1),0< ¢ <1, T = / (8(1 +2t), (1 + 2)2 + 2 — t, 4t) -

(2,4, —1) dt = 40.



Problema 4.4
1 (1,1), 0<t<1

z')%(t)—(—t,O),—1gtgl,f—/l(t2,o>.(—1,0)dt —g i) ye(t) =4 (2— 1), 1<t<3, =

1 3 4 9 >

/(Lﬂﬂlnﬁ+/(@ﬂan(L®ﬁ+/(L4t)®,1ﬁﬁ=3;%Uﬁ= (2-t,—1), 1<t<3,

0 ! ’ (—1,t—4), 3<t<4
B 1 3 , 4 2 -
I = /0 (1,—t) - (0,—1)dt—i—/1 ((2—=1t)*-1)-(-1,0) dt—i—/3 (1,; —4)-(0,1)dt = 3 iii) ya(t) =

s
(cost,sent), 0 <t <, I:/ (cos2t7sent)-(—sent,cost)dt:—g.
0

Problema 4.5 .
7
i)g(t)=(1-t,2t), t€[0,1], I :/ (1-3t,14+1t)-(—1,2)dt = Y i1) C(t) = (cost,sent), t € [0,27], I =
0

(1—t,1), 0<t<1
2 2
3 1—-t2—-1 1<t<2
/ (—sen®t, cos®t)-(— sent, cost) dt = / (sent+cos’t) dt = —W; iii) y(t) = ( ) lsts ,
0 0 2 (t—3,2—t), 2<t<3
(

t—3,t—4), 3<t<4
1 2 3 4
IZA(LU%—LUﬁ+AXLU%—L+Uﬁ+L(LD%L—Dﬁ+L(LUKLUﬁ=0MW7®=

4 9 9 L og? ’R’
6 cos“t — 4sen“t — Hsentcost)dt = 2mw; v / dt = —.
( ) ) in 5

(2cost,sent), 0 <t < 2m, ]:/
0

Problema 4.6
i) Usamos coordenadas polares en (x,y), ademds de z = a +y, asi y(t) = (acost,asent,a+asent), 0 <

2w
t<2m I = a2/ (cost + sentcost — 1)dt = —2ma®; ii) la interseccién es 222 4+ 22 = a?, usamos
0

coordenadas elipticas en (x,z), ademés de y = =z, asi y(t) = (— cost, cost,asent), 0 < t < 2m,

V2 Jﬁ

27
I= % / (—2sen®tcost — 2sen’®t + (2v/2 — 1) sent cos? t) dt = 0; también se podria haber utilizado
0

coordenadas esféricas fijando el dngulo vertical ¢ = 7/4; i) la curva es (v — 1)% +y? = 1, por lo
que usamos coordenadas polares trasladadas en (x,y), ademds de z = x; asi v(t) = (1 + cost,sent, 1 +

27
cost), 0 <t < 2m, I:/ (—sen®t 4 cos®t — 2sent + 2cost) dt = 0.
0



Problelma 4.7 .
T= / m(2, —sent, —cost) - (2t,cost, —sent) dt = m/ 4t dt = 2m.
0 0

Problema 4.8
La parametrizacién 7 (t) = (cost,bsent), t € [0, 7] recorre la curva en sentido inverso;
s

T(b) = —/ (3b%sen®t + 2,16 cost) - (—sent,bcost) dt = 4b* — 87b + 4; derivando e igualando a cero
0

obtenemos que el trabajo minimo es 4(1 — 72), que se alcanza para b = 7.

Problema 4.9

L 3b+3ac  a® b+ 3c/a?

T(a,b,c) = (oL q2H6) (1 abtt Yy gt = L0200 & 2T 0D
(@) = [ a0 (L abtt ) de = TR — 2

\/3¢/2. También se puede deducir observando que la derivada de T respecto de b se anula para 2a® —3c =

0.

; no dependerd de b si a =

Problema 4.10 - .
Y(0) = (679 cosf, e’ senf), 0 <0 <oo; T = 8/ e ?senfcosfdl = =
0

0.5 1.0

Problema 4.11

i) rot F = 0y F es de clase C! en todo R? (que es un conjunto simplemente conexo); ii) 5y = Sen y+z =
x
0 0
¢ =uzseny+zz+g(y, 2), 8—¢ =xzcosy+e° = g=uye*+ h(z), 8—¢ =x +ye® = h = cte, finalmente
Yy z

d(x,y,2) = z(seny + 2) + ye® + cte.

Problema 4.12

El potencial de F es ¢ = ze® +v”, /F = ¢(r(1)) — o(r(0) = 2.
g



Problema 4.13
i) El campo es conservativo (irrotacional) y la cuerva es cerrada, por lo que la integral es 0; i) f(z,y,2) =

1 1 1
Yy +r2 +yz — gcosx5+yarctgy— 510g(1+y2)+g— Zsen2z.

Problema 4.14 )
™
i) y(t) = (cost,sent,sen’t — cos?t), 0 < t < 2, /F = / (—sent + coste™! 4 4sen®tcost —
r 0

3r . . .
4sent cos® t)dt = _Z; i1) no, el campo no es conservativo pues la curva es cerrada y la integral no es

cero (o calculando el rotacional).

Problema 4.15
rot w=0 < e***3(bcosy + 2bsenx + 2bcosy — 2seny +aseny — 3asenx — 3acosy — 3cosx) = 0, es
decir, a = 2, b = 3; el potencial es ¢(z,y) = e** T3 (senx + cosy) + C.

Problema 4.16

1
i)F=Vf, con f(z,y) = 5 log?(zy), que es constante en la hipérbola, por tanto /F = 0; directamente,
v

2 gl 1 1 1
[ T 1 e =05 i) [ B = £(B) - £(4) = (log*b—log? o) = ; logfab) log(ba):
x v
dirlectamente, integrando en horizontal desde una hipérbola a otra y utilizando el apartado anterior,
bxq
Yl b1 1
/ Og(cm/xl)(a,x)'(l,O)dx:/ ngdeQ(long—logQa).

ar/ry 0 W

1

4.2 Integrales sobre superficies.

Problema 4.17
i) T(0,¢) = (Rcosfsenp, Rsenfsenp, Rcosy), 0 <0 <2m, 0< p <,

2w ™

n = (R?cosfsen?p, R?senfsen? p, R2senpcos @), |[n|| = R?senp, A = / / R%sen o dpdf =
0

4 R2%; i) T(u,v) = (ucosv,usenv,u), 0 < u < a,0 < v < 2m, n = (—ucosv, —usenv,u), ||n|| =

21 a
w2, A= \/5/ / ududy = 7ra2\/§; iii) T(r,0) = (rcosf,rsenf,r?),0 < r < a,0 < 0 < 2,
0 0

27 ra
n = (=2r?cosf, —2rsenf,r), |n| = rv1+4r2, A= / / rv1+4r2drdf = %((1 +4a?)3% — 1),
o Jo

iv) T(r,0) = (rcosf,rsenf, V16 —r2cos?6), 0 < r < 4,0 < 0 < 7/2, (por simetria consideramos solo
un octante: en la figura de la derecha hay que considerar la parte superior, no la lateral, multiplicada

2 4 w/2 4
por 8), n = (——%% o) n| = L , A= 32/ / L drdf =
V16 — r2cos?2 6 ) V16 — r2cos?2 6 0 0 V16 —1r2cos20
7r/2 1 _ _ 1 /2
128/ Losenf gy g 3001 1og
0 cos? 6 cosf |,



Poreion del il <2+ 2= 16 limitada por ! clind 2 4 216 en el pimer octarte

Problema 4.18

Calculamos el area de la porcion de esfera situada dentro de cada cilindro, la cuarta parte superior
y con y positiva, luego multiplicamos por 8 y lo restamos al drea total de la esfera. T(r,0) =

r2cosf  r?senf ar
rcosf,rsenf,va2 —1r2), 0<r <acosf,0<60<7/2,n= , ), |n|| = —,

w/2 racos6 ar w/2
A1 = 8/ / drdﬂ = 8a? / (1 —sen)df = 4a*(w — 2); finalmente A = 4ma® — Ay =
0

—T'

2 exterior a los cilindros »? +y2 = £ ax, cona=2

Superficie de la esfera 2 +y2 +2% =

Problema 4.19

i) En coordenadas cilindricas tomamos z = f(r); basta pues calcular ||n| = 1+ (f'(r))? e inte-
R+c ( R)2
grar en 6; ii) f(z) = \/c? — (z — R)? (la mitad superior), A = 47r/ 1 t e oy pray dr =
R+c /2

4me (R + csenw) dw = 4n°cR; iii) En coordenadas cilindricas en

dx = 47rc/
R—c y/C 2 — l‘ - —7/2
(5,9 et = o 2 5(00) o $(2)coof o} sem), com 0 g [m] = £ TT PGP
b
A= 27r/ |f(z)[\/1+ (f(z))?dz. Se puede obtener el drea del toro anterior girando la curva z2 + (y —

R)? = %, y aplicando esta segunda férmula con las funciones f(z) = R £ v/c2 — 22.



Toro generado por Ia cireunferencia (107 + y2 = 4 al grar alrededor el eie ¥

Problema 4.20

V—27T/(1)rdr—7r A—27r/ \/1+ dr>27r fdr:oo.
0 T

Problema 4.21
Tomamos por ejemplo como didmetro el eje vertical; con la parametrizacién estandar de la esfera (prob-

2 pm
8
lema 4.17.7), se tiene ||n|| = a®sen ¢, d* = 22 +y? = a%sen? ¢, asi I, = / / oat sen® p dpdf = §ﬂ0a4;
o Jo

_ 2
5, por lo que I, = gma .

4ra

pero o =

4.3 Teoremas de Green, Stokes y Gauss.

Problema 4.22

(t,0), 0<t<1
(Lit—=1), 1<t<2
3—-1t1), 2<t<
(0,4—1t), 3<t<4

1 2
() = ,I:/O (5,t2)-(1,0)dt—|—/1 (5o (t—1)— (t— 12,1 —2(t—1))-(0,1) dt +

3 4
/ G-B-t)—1,(3-t)2—-23—1)-(~1,1)dt +/ (4,0) - (0,—1)dt = g; por el Teorema de Green,

3
I—/ / 31:d33dy—7



Problema 4.23

0
Aplicamos el Teorema de Green, observando que rot(P, Q) = 8—(3 +y w7 ); pero en lugar de derivar esta
Y e
g ) , Lty !
expresion usamos el Teorema Fundamental del Calculo; asi I = —( ) dydx = dr =
0 8y 3+ e¥ 0 3+ et

1
§(1 —log(e + 3) 4+ log4). Directamente, sin aplicar el Teorema de Green, la integral seria / (etQ, £(0)) -
0

1 1 1
L0yt + [ o= 10)- (0 1>dt—/<t2—3+ P 1) (L0 de = [ (1= L) 0.1 =

1 1 1
2 2 1
dt t) dt — Hdt= | —— dt.
/oe +/0f() /o(e 3+t /f /03+et

Problema 4.24

0 oP 22
i) 82‘2 a—y = ﬁ; 1) no se puede aplicar directamente el Teorema de Green y el apartado
anterior para deducir que la integral es 0, pues las funciones P y @ no son C' en D; sin embargo, si
D. = D— B, donde B. = {x?+%? < 2}, (con ¢ pequeiio para que B, C D), como ahora Py @ si son C!
0 oP
en D, por el Teorema de Green / (—Q — —)dzdy = 0, por lo que / Pdzr+Qdy = / Pdz+Qdy,
p. Oz Oy c dBe

recorridas ambas con la misma orientacion; pero esta ultima es, por ejemplo con orientacion positiva,

2m

senf —cosd

/ ( , )+ (—esenf,ecosf)dd = —2m; iii) ahora si se tiene que Py Q son C' en D, asi que
0 g g

por el Teorema de Green la integral es 0.

Problema 4.25
Poniendo z — 1 = z se reduce al problema anterior, por lo que la integral es 27, dependiendo de la
orientacion de 7.

Problema 4.26
i) Por el Teorema de Green, tomando el campo F = (—y, x) se tiene rot F = 2, por lo que / —ydx +

C
xdy = / F = 2/ dxdy = 2A; en polares x = r(0) cos 6,y = r(0)senf, A = % / [—7(0) sen (1 (6) cos O—
C D C
1 e
#(60) sen ) -+7(8) cos 0(r' (8) sen 0+ (6) cos 0)] df 2/ r2(6) db; ii) A = 2 2/ [(E—13)20 + (22— 1)(312 —
(& 0
8 .. [, 9 3ma
1)]dt = R iii) A= 2/0 a“(1 —cosh)“do = 5
).
Problema 4.27
. 1 oQ OP
i) Tomando F = (P,Q), por ejemplo con P = 0, Q = Qx + 2zy, se tiene e + 2y; asi,
z Oy

por el Teorema de Green, como la frontera de D consta de dos curvas (cuidado con la orientacién),



27 1 2
/(x—|—2y)dxdy—/ Qdy——/ [5 (t—sent)2—|—2(t—sent)(1—cost)]sentdt+/ 0dt = 7(3m+5);
D 0 0

1 1
(otra posibilidad, P = —y2, Q = § z%,...); 4i) aqui tomamos Q = 3 z?y?, con lo que la integral es
/2 1 p 5 9 1 8 9 . " 4
—cos’tsen’ t 3sen” cost dt — Odt+ 0dt = ——; i) con @ = xy” la integral es — 2a°(t—
0 2 0 2145 0

aT
sen’ t) sen® t cos t dt + / 0dt =0.
0

Problema 4.28
i) La frontera de S se parametriza como 7(t) = (acost,asent,0), 0 <t < 27,

2
I = — / a’sendtcos’tdt = 0; ii) la frontera es la misma que en el apartado anterior, I =
2m 0
—/ a’sen’tdt = —ma®; iii) aqui la frontera es y(t) = (cost,0,sent), 0 < t < 2m, pero recorrida
0 2m
en sentido contrario, I = / (cos®tsent +sen*t — cos*t) dt = 0.
0

Problema 4.29
La frontera de S es una elipse en el plano z = 0, que se parametriza como (t) = (3cost,2sent,0),

27
0<t<2m, asi ] = —/ (—6sen2t+18cos3t)dt:67r.
0

Problema 4.30
i) Estad contenido en el plano x = z, n = (1,0, —1); la frontera se recorre de A a B, de B a C'y de

CaA; i) T ={(r,y,2),0 <ax <1,z <y < 2—z}; esta parametrizacién produce el vector normal
n = (—1,0,1), por lo que para calcular la integral de linea con la orientacién del apartado anterior

2—x
tomamos el vector contrario al aplicar el Teorema de Stokes, I = / / (—=3,-1,-2)-(1,0,—1) dydx =
0 T

1 2—x
—/ / dydx = —1.
0 T

Problema 4.31 o pm/2
Como div F = 3—2y, por el Teorema de Gauss, y en coordenadas esféricas, la integral es / / /

2 sen 0 sen (p)p sen o dpdpdd = 2.
Problema 4.32
27
i) / rot F = / / (0,72 — a?, —rsen ) - (2r? cos 0, 2r* sen 0, ) drdf = 0; la frontera es una circunfer-

27r
encia de radio a, / F = / a?sen? 0, a%senf cos0,0) - (—asenf,acosh,0)dd = 0; i) /rot F =
aS S

/ / (0,0,3r2) - (0,7,7)drdd = =; la frontera es una semicircunferencia mas un segmento, / F =
oS
1
/ —sen> 6, cos® 0, sen> 0) - (—sen 6, cos 0 cosé)dﬁ—i—/ (0,23,0) - (1,0,0) dt = ?% +0.
0 -1



Problema 4.33

12—2x

6 LA
11

i) / / ’ (36 — 62 — 9y, —12, 3y) - (3’ 3 1) dydx = 24; ii) div F = 522, por el Teorema de Gauss, y en

00 2w pra b 5
cilindricas, la integral es / / / 5r3 cos? 0 dzdrdf = iwa‘lb; iii) div F = 4z — y, por el Teorema de

o Jo Jo
1,1 pl
3
Gauss la integral es / / / (4z — y) daxdydz = 5 iv) div F = 3, por el Teorema de Gauss la integral
o Jo Jo

es / 3 = 3|Q|, donde S = 99.

Q

Problema 4.34 e )
El cuadrado es S = {(0,y,2),0 < y, z < 1}, /rot F :// (—2y2,—322,0)-(1,0,0)dydz = -3 la
S 0Jo

frontera del cuadrado consta de 4 segmentos, que parametrizados de manera independiente da F =
oS

1 1 1 1
/ (0,0,0)-(0, 1,0) dt+/ (0,2£,0)-(0,0,1) dt+/ (0,2(1—1)2,0)-(0, —1,0) dt+/ (0,0,0)-(0,0, —1) dt —

0 0 0 0

2

04+0—-+0.

+ 3 +

Problema 4.35

i) S no es cerrada, por lo que anadimos la tapa inferior: si W es la semiesfera unidad con coordenada
y positiva, se tiene OW = S U Sy, con So = {22 + 22 < 1, y = 0}; como div F = 4, por el Teorema de

8 2 1
Gausslaintegrales/F-n:/ 4—/ F-n:4|W]—O:7r,pues/ F~n:/ /(rcos@—l—
s w Sa 3 So o Jo
rsenf,rsenf,2rsenf) - (0,r,0)drdd = 0;

i) por el Teorema de Stokes, como la frontera de S es la circunferencia unidad en el plano y = 0, la

2m
integral es — / (cosf 4 senf,senf,2senf) - (—senh,0,cos ) df = w (cuidado con la orientacion).
0

Problema 4.36 | e pl-sy
- T 1
Como div F = = + z, por el Teorema de Gauss el flujo es / / / (z + 2) dzdydx = 13 Sin
0.Jo 0

aplicar ese teorema tendriamos que calcular cuatro integrales de superficie:

1 pl—2z
Sy = {ze 0], ye01—az=0}mnm = (0,0-1), I :// (12,0,0) - (0,0, —1)dydz = 0,
0J0

1 pl—y
Sy = {y € [0,1],z € [0,1 — y],z = 0}, n; = (—1,0,0), I :// (yQ,yz,O)-(—l,O,O) dydx = 1
0Jo

1 pl—=z
Sy = {z e 01,201 —al,y=0%n = (0,-1,0), I = // (0,0,22) - (0, —1,0) dydz = 0,
0J0

1 11—z
S4={x€[0,1],y€[O,I—x],zzl—x—y},n1:(1,1,1)7I4:// <y27y(1_$_y)7x(1_$_
0 JO

1 1 1 1
y)) - (1,1,1)dydx = & finalmente I = 1 + §= T3

9



Problema 4.37

27 2 2 1 27 2 2 4oy
i) V] = / / / rdzdrdd = 4m; i) T, = yy / / ar® dzdrdf = 3 (v es la constante
0 0 Jr2/2 T Jo 0 Jr2/2

de proporcionalidad); iii) por el Teorema de Gauss la integral del flujo del gradiente es VT -n =

ov
/AT:/4a:4a|V|:167ra.
1% 1%

Problema 4.38

i) Por el Teorema de Gauss, [ = / / / (2x + 2y + 22)dzdydz = 3; 1) S = {z € [0,3],y €
e 27

0,3—x],z2=6—-22—2y}, n=(2,2,1), [ = (zy, —2°, 2+ 6 — 22 — 2y)- (221)dyda:=z'zzz) en

coordenadas cﬂlndrlcas (tamblen se podria hacer en coordenadas esféricas), S = {r € [0,a],0 € [0,27],z =

27 2 2 2
=7}, n = ( r2 cos ) ’ 72 sen ), / / r sen Gcos 0 Tgmsen 0) ddr = “ma®.
Va2 —r2 a2 —r? 5

Si queremos aplicar el Teorema de Gauss, como S no es cerrada cons1deramos la tapa Sy = {22 +y? <
a?, z =0}, y ast SU Sy = 99; como div F = 22 + y? + 22, la integral es

:/F:/diVF—/F
S Q Sa

2r /2 21 ra
:/ / / p4seng0dpdg0d0—/ / (0,73 cos®@sen 0, 2r% cos @ sen §) - (0,0, —r) drdh
o Jo 0 o Jo
2
O.

= Z7ma® — 0;

5

iv) Por el Teorema de Gauss, como div F = 4z, la integral es cero por simetria en = (o en esféricas, la

2 rm/4 1
integral en 6 se anula, / / / 4p3 cos B sen’p dpdpdh = 0).
o Jo 0

Problema 4.39
Por el Teorema de Gauss, como div F = 2ze

2m a
la integral en ¢ se anula, / / / 2p° cos p sen goep2dpd(’pd9 =0).
0 0

2 2 2 . . , ;.
7Y+ la integral es cero por simetria en z (o en esféricas,

Problema 4.40 )

s
i) La frontera es la circunferencia unidad en el plano z = 0, la integral es entonces (cos@,send,0) -
(—senf,cosf,0)df = 0; ii) para aplicar el Teorema de la divergencia de Gauss anadimos la tapa inferior

Ss, el circulo unidad en el plano z = 0; como div(rot F) = 0, la integral es / rot F = — / rot F =
S S3

2 1
/ / (0,7cos6,0) - (0,0, —7r) drdd = 0.
o Jo

Problema 4.41
e$2+y2
Como div F = ———, por el Teorema de Gauss, y en cilindricas, la integral es

/2
/ / —szdrdﬁ— Z (1l —e).

10



Problema 4.42

El conjunto 2 son dos porciones cénicas de la bola de radio a (ver figura del Problema 3.28, que representa
la mitad del conjunto); como div F = 22 + 42, por el Teorema de Gauss, y en coordenadas esféricas
utilizando simetria, la integral es

2r  pm/4 ra 1
2/ / / ptsend o dpdpdd = — (8 — 5v/2)ma’.
o Jo 0 15

11



