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5 Transformada de Laplace y ecuaciones diferenciales

5.1 Transformada de Laplace.

Problema 5.1

i) Γ(1) es una integral inmediata, Γ(2) puede hacerse integrando por partes y Γ(1/2) con el cambio de
variable t = x2; ii) se obtiene integrando por partes;
iii) lim

x→0+
Γ(x) = lim

x→0+
Γ(x+ 1)/x = +∞; iv) iterando la fórmula del segundo apartado se obtiene Γ(n+

1) = nΓ(n) = nΓ(n − 1)Γ(n − 1) = · · · = n(n − 1) · · · 3 · 2 · Γ(2) = n!; v) se obtiene de forma similar al
apartado anterior, usando Γ(1/2) =

√
π.

Problema 5.2

i) e−stf(t) es integrable en [0, N ] para todo N > 0 por ser producto de dos funciones integrables, y
además si s > α y N ≥ T se tiene∣∣∣ ∫ ∞

N
e−stf(t) dt

∣∣∣ ≤ ∫ ∞
N

e−st
∣∣f(t)

∣∣ dt ≤ c∫ ∞
N

e−(s−α)t dt =
c e−(s−α)N

s− α
,

que tiende a 0 cuando N →∞, por lo que existe el limN→∞
∫ N
0 e−stf(t) dt; ii) razonando como antes, si

s > α se obtiene ∣∣∣ ∫ ∞
0

e−stf(t) dt
∣∣∣ ≤ ∫ ∞

0
e−st

∣∣f(t)
∣∣ dt ≤ c ∫ ∞

0
e−(s−α)t dt =

c

s− α
.

Problema 5.3

i) es una integral inmediata; ii) integrando por partes de forma iterada (derivando siempre la potencia
de t) se obtiene∫ ∞

0
tne−stdt =

n

s

∫ ∞
0

tn−1e−stdt =
n(n− 1)

s2

∫ ∞
0

tn−2e−stdt = · · · = n!

sn

∫ ∞
0

e−stdt =
n!

sn
;

iii) si f(t) = t−1/2, realizando el cambio de variable x = st, dx = s dt, obtenemos

L(f)(s) =

∫ ∞
0

t−1/2e−stdt =

∫ ∞
0

x−1/2

s−1/2
e−x

dx

s
=

1

s1/2

∫ ∞
0

x1/2−1e−xdx =
Γ(1/2)

s1/2
=

√
π

s
;

este resultado no contradice el último apartado del ejercicio anterior, ya que f no está acotada por una
exponencial puesto que limt→0+ f(t) =∞; iv) si f(t) = tb, con b > −1, realizando el cambio de variable
x = st, dx = s dt, se obtiene

L(f)(s) =

∫ ∞
0

tbe−stdt =

∫ ∞
0

xb

sb
e−x

dx

s
=

1

sb+1

∫ ∞
0

xb+1−1e−xdx =
Γ(b+ 1)

sb+1
.
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Problema 5.4

i) es consecuencia directa de la linealidad de la integral; ii) usando el cambio de variable x = t − a,
dx = dt, se obtiene

L(f(t− a))(s) =

∫ ∞
0

f(t− a) e−stdt =

∫ ∞
a

f(t− a) e−stdt =

∫ ∞
0

f(x) e−s(x+a)dx

= e−as
∫ ∞
0

f(x) e−sxdx = e−asL(f)(s) ;

iii) si a ∈ R, entonces

L(e−atf(t))(s) = L(f)(s+ a) =

∫ ∞
0

e−atf(t) e−stdt =

∫ ∞
0

f(t) e−(s+a)tdt = L(f)(s+ a) ;

iv) usando el cambio de variable x = at, dx = a dt, obtenemos

L(f(at))(s) =

∫ ∞
0

f(at) e−stdt =

∫ ∞
0

f(x) e−sx/a
dx

a
=

1

a

∫ ∞
0

f(x) e−(s/a)x dx =
1

a
L(f(t))

(s
a

)
.

Problema 5.5
i) 1/(s − a), s > a; ii) 1/(s − a)2, s > a; iii)

√
π/(s− 1) , s > 1; iv) Γ(b + 1)/(s − a)b+1, s > a;

v) a/(s2 + a2), s > 0; vi) s/(s2 + a2), s > 0; vii) (s+ a)/(b2 + (s+ a)2), s > −a;
viii) b/(b2 + (s+ a)2), s > −a; ix) 2/[s(s2 + 4)], s > 0; x) (s2 + 2)/[s(s2 + 4)], s > 0.

Problema 5.6
i) integrando por partes con u = e−st, dv = f ′(t) dt, du = −se−st, v = f(t), se obtiene

L(f ′)(s) =

∫ ∞
0

f ′(t) e−stdt =
[
f(t) e−st

]t=∞
t=0

+ s

∫ ∞
0

f(t) e−stdt = sL(f)(s)− f(0) ;

ii) usando dos veces la fórmula anterior, se deduce

L(f ′′)(s) = L((f ′)′)(s) = sL(f ′)(s)− f ′(0) = s2 L(f)(s)− s f(0)− f ′(0) ;

iii) derivando bajo el signo integral, obtenemos

d

ds
[L(f)(s)] =

∫ ∞
0

f(t)
d

ds

(
e−st

)
dt =

∫ ∞
0

f(t)
(
− t e−st

)
dt = −L(t f(t))(s) ;

iv) derivando n veces bajo el signo integral, tenemos

dn

dsn
[L(f)(s)] =

∫ ∞
0

f(t)
dn

dsn
(
e−st

)
dt =

∫ ∞
0

f(t) (−t)ne−st dt = (−1)nL(tnf(t))(s) .

Problema 5.7

i) (s2 − a2)/(s2 + a2)2, s > 0; ii) (6as2 − 2a3)/(s2 + a2)3, s > 0;
iii) 6/[(s2 + 1)(s2 + 9)], s > 0; iv) (s3 + 7s)/[(s2 + 1)(s2 + 9)], s > 0.

Problema 5.8

i) senh x = (ex − e−x)/2; ii) x e−x; iii) 1− (x+ 1) e−x; iv) xn−1/(n− 1)!;
v) 1

2((x− 1)ex + cosx); vi) 4(1− x)e−4x; vii) cos(a(x− π/2)) si x ≥ π/2, 0 si x < π/2; viii) 1/
√
πx.

5.2 Ecuaciones diferenciales.

Problema 5.9

i) y(t) = 2e3t − e2t; ii) y(t) = (2e−3t − 2 cos 2t+ 3 sen 2t)/13;
iii) y(t) = (22e5t − 5 cos 3t+ 3 sen 3t)/34; iv) y(t) = (t+ 1/2)e5t;
v) y(t) = (t+ t2/2)e−t; vi) y(t) = (e2t − e−t)/3;
vii) y(t) = [(2 + t) sen 4t]/8; viii) y(t) = (e−3t + 3e−t + 6te−t)/4;
ix) y(t) = (24 + t4)e3t/12; x) y(t) = (1 + 2e−t − 3e−2t cos(

√
2 t)− 2

√
2 e−2t sen(

√
2 t))/6.

Problema 5.10

i) y(t) = 4e5t/75− 4e−t/3 + 96/75− 3t/5; ii) x(t) = e2t/10 + e−3t/15− 1/6.

Problema 5.11

x(t) =
k

ω0
· ω0 senωt− ω senω0t

ω2
0 − ω2

si ω 6= ω0; x(t) =
k

2ω2
0

(senω0t− ω0t cosω0t) si ω = ω0.
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