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5 Transformada de Laplace y ecuaciones diferenciales

5.1 Transformada de Laplace.

Problema 5.1

i) T'(1) es una integral inmediata, I'(2) puede hacerse integrando por partes y I'(1/2) con el cambio de
variable t = 22; ii) se obtiene integrando por partes;

iii) Ili)rgl+ [(z) = ml_i)r& ['(x 4+ 1)/x = +o0; iv) iterando la férmula del segundo apartado se obtiene I'(n +
1)=nl'(n)=n'n—1)I'n—1)=---=n(n—1)---3-2-T(2) = n!; v) se obtiene de forma similar al
apartado anterior, usando I'(1/2) = /7.

Problema 5.2
i) e S'f(t) es integrable en [0, N] para todo N > 0 por ser producto de dos funciones integrables, y
ademas si s > ay N > T se tiene
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[Tt < [Teis@lar e [Tertera = S
N N N

s —«

que tiende a 0 cuando N — oo, por lo que existe el limy_, o fON e 5 f(t) dt; ii) razonando como antes, si
s > « se obtiene

s—a

’/Ooestf(t) dt’ < /ooest\f(t)\dtgc/ooe(S“)tdt— ¢
0 0 0

Problema 5.3
i) es una integral inmediata; i7) integrando por partes de forma iterada (derivando siempre la potencia
de t) se obtiene

/OO the~stdt = = /OO ety = M= /OO "2 St = . = nT'L Testgr = ™
0 0 0
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iii) si f(t) = t~1/2, realizando el cambio de variable z = st, dz = s dt, obtenemos
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este resultado no contradice el ultimo apartado del ejercicio anterior, ya que f no estd acotada por una
exponencial puesto que lim,_,o+ f(t) = oo; iv) si f(t) = t°, con b > —1, realizando el cambio de variable
r = st, dr = sdt, se obtiene

> gt dx 1 [ T'(b+1)
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Problema 5.4
i) es consecuencia directa de la linealidad de la integral; i7) usando el cambio de variable z = t — a,
dx = dt, se obtiene

L(f(t—a)) / f(t—a)e stdt = / f(t—a)estdt = / F(z) @ty
e [T eyt = L)

iit) si a € R, entonces

L@ @)(s) = L+ ) = [ et = [ j0e = L)+ )

iv) usando el cambio de variable x = at, dx = a dt, obtenemos

:/Ooof(at)e—stdt:/Ooof(x)e—w/a de _ / o s/aﬁda;—% n(2).

Problema 5.5

i) 1/(s —a), s > a; ii) 1/(s —a)?, s > a; iii) /7/(s—1), s > 1; iv) T(b+1)/(s — a)’*, s > q;
v) a/(s? +a?), s > 0; vi) s/(s% + a?), s > 0; vii) (s +a)/(b* + (s + a)? ), 5> —

viii) b/ (b* + (s +a)?), s > —a; ix) 2/[s(s? +4)], s > 0; x) (s> +2)/[s(s* +4)], s > 0.

Problema 5.6
i) integrando por partes con u = et dv = f'(t )dt du = —se %', v = f(t), se obtiene

9= [ roeta=[foe] / Fyedt = s L()(s) — 1(0):
i1) usando dos veces la férmula anterior, se deduce

L(f")(s) = L((f"))(s) = s L(f')(s) = f'(0) = s> L(f)(s) — 5 £(0) = f'(0);

ii1) derivando bajo el signo integral, obtenemos

=[50 gl de= [T ) (< ee ) = ~Lie ) )
iv) derivando n veces bajo el signo integral tenemos
LN = [T ey de= [T 50 ore = (0L ).

Problema 5.7

i) (s2 —a?)/(s* + a?)?, s > 0; ii) (6as® — 2a%)/(s® + a?)3, s > 0;

iii) 6/[(s*> + 1)(s® +9)], s > 0; i) (s* + 75)/[(s*> + 1)(s* + 9)], s > 0.

Problema 5.8

i) senh x = (% — e %)/2; ii) we %; dii) 1 — (z + 1) e~ %; dv) 2" 1 /(n — 1)1

v) ((x — 1)e” + cosx); vi) 4(1 — x)e™1%; vii) cos(a(x — 7/2)) si z > 7/2, 0 si z < 7/2; viii) 1/ /7.

5.2 Ecuaciones diferenciales.

Problema 5.9

i) y(t) = 2e3 — e*; i) y(t) = (2673t — 2 cos 2t + 3sen 2t)/13;

iii) y(t) = (22e% — 5cos 3t + 3sen 3t)/34; iv) y(t) = (t + 1/2)e

0) y(t) = (t 1 2/2)e: vi) y(t) = (% —e~1)3;

vii) y(t) = [(2 +t) sen4t]/8; viii) y(t) = (e73 + 3e~! + 6te™t)/4;

iz) y(t) = (24 +11)e3/12; x) y(t) = (1 + 2e7t — 3e™2 cos(v/2t) — 2v/2e 2 sen(V/21)) /6.

Problema 5.10
i) y(t) = 4e> /75 — 4e™t /3 + 96/75 — 3t/5; i) x(t) = €2 /10 + e 73 /15 — 1/6.

Problema 5.11

k  wosenwt — wsenwot k
x(t) = —- 0 5 5 % Si w # wo; 2(t) = ——(senwot — wot coswot) si w = wo.
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