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CALCULO II
SOLUCIONES DE LA AUTOEVALUACION 2
Elaboradas por Domingo Pestana y José Manuel Rodriguez

Problema 1.
Estudiar los extremos locales de la funcién
fla,y) = —aye I,
SOLUCION: Es una funcién diferenciable en todo punto. Calculamos sus puntos criticos:

z=19y=0,

_ 2 _ 1)~ (@®+y?)/2 2 1\o—(@+y?)/2) _
V() = (y(a? = 1e (y? — 1)e )=(0,0) {mzﬂ,y:ﬂ_

Los puntos criticos son (0,0), (1,1), (1,—1), (—=1,1), (=1, —1). Para clasificarlos utilizamos el Hessiano:
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Evaluamos en cada punto:

H(f)(0,0) = ( _01 _01 ) = (0,0) punto de silla.

H(f)1,1)=H(f)(-1,-1) = < 2601 260_1 > = (1,1),(—1,—1) puntos minimos locales.

H(f)(1,-1)=H(f)(-1,1) = ( _251 _22_1 > = (1,-1),(—1,1) puntos maximos locales.

Problema 2.
Estudiar los extremos absolutos de la funcién f(z,y) = 2—2%+2r—y*—2yen D = {(z,y) : 22+y* < 4}.

SOLUCION: La funcién es continua por ser un polinomio y el conjunto D es un circulo cerrado (ya que
contiene su frontera), luego es compacto. Entonces existen el maximo y minimo de f restringida a D.
Los buscamos primero en el interior calculando los puntos criticos

Vi(x,y)=(-2r+2,-2y—2)=(0,00 = (x,y)=(1,-1).

Ese punto estd en D porque 12 4+ (—1)?2 = 2 < 4. Buscamos ahora en la frontera de D, usando
multiplicadores de Lagrange. Como 0D = {(z,y) : 22 +y? = 4}, si g(z,y) = 2 + y?, debe existir una
constante A tal que

Vie,y) =AVg(e,y) (=22 +2, -2y — 2) = A(2z,2y)

De la ecuacién vectorial anterior se deduce que = # 0, y # 0. Por tanto,

A=lz = 2l x=—y (V2,-V2)
{x2+y2:4 ! — {2362—4 — {(— 2,1/2)




Evaluamos f en los tres puntos obtenidos (puesto que f es diferenciable en todo punto):
FL,—1)=4, f (f,—ﬁ) — 422 f (—x@x/i) NG

Entonces, el méximo absoluto de f en D es el punto (1,—1) y el minimo absoluto es (—\/5, \/é)

Problema 3.

Una caja rectangular es colocada en el primer octante de R? de manera que un vértice quede en
el origen de coordenadas y las caras adyacentes a este vértice estén sobre los planos coordenados.
El vértice P, opuesto al origen de coordenadas, estd restringido a moverse sobre el paraboloide de
ecuacién x2 + y? + z = 1. ;Para qué punto P el volumen de la caja es maximo? ;Cuél es el volumen
maximo?

SOLUCION: Observemos en primer lugar que la interseccién del paraboloide de ecuacién 22 +y2+2z = 1
con el primer cuadrante {(x,y,z): >0, y > 0, z > 0} es un conjunto cerrado y acotado y, por
lo tanto, compacto. Como V (z,y,2) = zyz es una funcién continua, por el teorema de Weierstrass
deducimos que V' alcanza maximo absoluto y minimo absoluto en dicha interseccién.

La funcién que debemos maximizar es V(z,y,2) = ryz y debemos hacerlo con la restricciones 22 +
v?+2=1,2>0, y>0, z>0. Llamando g(z,y, z) = 22 + y> + 2 — 1, de acuerdo con el teorema de
los multiplicadores de Lagrange, los puntos extremos de V(x,y, z) sujeta la restriccién g(x,y,z) = 0
deben ser soluciones del sistema de ecuaciones:

yz =2\,
vV — -
(@,9,2) = AVgl,y,2), | Jaez=2y,
9(z,y,2) =0, Ty = A,
22y +z2=1.

Si fuera x = 0, de la tercera ecuacion deducimos que A = 0 y de la primera que é bien y = 0 6
bien z = 0. De la tltima ecuacién se deduce entonces que 6 bien z = 1 é bien y? = 1. Por lo tanto,
obtenemos los puntos criticos P, = (0,0,1) y P» = (0,1,0) en los que evidentemente V' = 0 y como
V > 0 en el primer cuadrante deducimos que V alcanza en P; y P> su minimo absoluto.
Si fuera y = 0, deducimos de forma andloga que A = 0 y también que entonces 6 bienx =0y z=1,6
bien z = 0 y 22 = 1. Obtenemos de nuevo el punto critico P; y el nuevo punto P3 = (1,0, 0) en el que
también V = 0 por lo que hemos obtenido un nuevo punto en el que V alcanza su minimo absoluto.
Six # 0, y # 0, entonces por la tercera ecuacién deducimos que también A # 0, por lo que podemos
dividir la primera ecuacién entre la segunda obteniendo:

yz 2\ Yy oz 9

2
xz  2)\y Ty Y

y dividiendo la segunda ecuacién entre la tercera, llegamos a

z
=2y = y2:§.

xz  2\y z
—_— = 2 = —
ry A y
Usando ahora la tltima ecuacién obtenemos que

1
g—l—%—i—z:l == 2z=1 = =5
de donde 22 = 32 = 2/2 = 1/4 por lo que = 1/2, y = 1/2. Hemos obtenido, por tanto, el dltimo
punto critico Py = (1/2,1/2,1/2) en el que V tiene que alcanzar necesariamente un maximo absoluto.
El valor de dicho maximo es V' (1/2,1/2,1/2) = 1/8.




