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Tema 11

El teorema espectral en R

En este tema concluimos el estudio de los valores y vectores propios de una matriz
cuadrada analizando un tipo particular de matrices: las simétricas de coeficientes reales.
Aunque de apariencia simple, éstas aparecen en multitud de campos como la fisica, la
estadistica, la geometria o la ingenieria, lo que las dota de especial interés. También estu-
diaremos las caracteristicas del proceso de diagonalizacién de dichas matrices, es decir, el

calculo de las matrices Py D tales que A =PD P~

11.1. Diagonalizacidon de matrices simétricas reales

Consideremos la siguiente matriz cuadrada y simétrica:

6 —2 —1
A=| 2 6 -1
-1 -1 5




Veamos cudles son los valores propios y las correspondientes multiplicidades, para

estudiar si es diagonalizable. La ecuacién caracteristica es
—(A=8)(A—=6)(A—=3)=0

y sus raices son A; = 8, A, = 6 y A3 = 3. Obviamente, las multiplicidades algebraicas
y geométricas de todas ellas coinciden y por tanto A es diagonalizable.

Los espacios propios asociados tienen bases dadas por
B?\] - ((_11 1/ O)t) ’ B7\2 = ((_1/ _1/2)t) ; B7\3 - ((1/ 111)t) .

Estos tres vectores forman una base de R%; ademas, es facil comprobar que también
forman un conjunto ortogonal. Si en lugar de usar estos vectores para obtener la
matriz P en el proceso de diagonalizacién, usamos los vectores unitarios correspon-
dientes, P serd una matriz con columnas ortonormales, por lo que serd una matriz
ortogonal, cuya inversa se calcula simplemente como P~! = P*. Por tanto, el proceso

de diagonalizacién da

—1/vV2 =1/v/6 1/V/3 [ 8 0 0 || -1/v2 1/v2 0
A=PDP'=| 1/v2 —1/v6 1/V3 || 0 6 0 || —1/v6 —1/v6 2/v6
0 2/vV6 1/vV/3 )0 0 3 1/v3 1/V3 1/V3

Las observaciones que hemos hecho en el ejemplo anterior son generales. Tenemos los
siguientes importantes resultados:

Teorema espectral

Una matriz A de dimensién n x n, de entradas | reales| y |simétrica | verifica las

siguientes propiedades:




1. A tiene n |valores propios reales | (incluyendo multiplicidades).

2. Si A es un valor propio de A con multiplicidad k, entonces el espacio propio

asociado a A es k-dimensional.

3. Los espacios propios son mutualmente ortogonales, es decir: dos vectores pro-

pios que corresponden a dos valores propios distintos son ortogonales.

4. Existen una matriz ortogonal P y una matriz diagonal D tales que A = P D P*.

El teorema espectral nos dice que en el caso de las matrices simétricas (de coeficientes

reales) los espacios propios forman una “descomposiciéon” ortogonal de R™ y es posible

encontrar una base ortonormal de R™ formada por vectores propios de A.

El teorema anterior justifica la siguiente definicién:

Una matriz A € R™*™ se dice que es ortogonalmente diagonalizable si y sélo si

es diagonalizable mediante una matriz de diagonalizacién P ortogonal, es decir, si

existen P ortogonal y D diagonal tales que A = P D P*.

Consideremos la siguiente matriz cuadrada y simétrica:

0 -1 —1
A=| -1 0 -1
~1 -1 0

Por ser simétrica y real serd ortogonalmente diagonalizable. Vamos a encontrar sus
valores propios (que sabemos que han de ser reales) y los correspondientes espa-

cios propios (que sabemos que seran ortogonales), junto con una terna de vectores




propios ortogonales.

La ecuacidn caracteristica es
—(A-1*a+2) =0,

con raices: Ay = A, = 1y A3 = —2. Las multiplicidades algebraicas y geométricas
de todos ellos han de coincidir (por ser A simétrica). Si determinamos los espacios

propios asociados, se comprueba que éstos tienen bases dadas por
B7\1 = (Vl,Vz) - ((_11 1/ 0)t/ (_11011)t)/ B7\3 - (V3) - ((11 111)t) 0

Es claro que v; y v, son ortogonales a v;, pero en cambio v; y v, no son ortogonales.
Esto significa que, si buscamos una matriz P que sea ortogonal para diagonalizar A,
no podremos hacer uso de estos vectores. En su lugar habra que buscar dos vecto-
res ortonormales que generen el mismo espacio propio. Claramente, conseguiremos
este propdsito usando el método de Gram-Schmidt y dividiendo por la norma los

vectores obtenidos. Asi, las columnas de P seran:

1 1
wy = (—=1,1,0)" ,w, = e (-1,-1,2)" ,w; = e (1,1,1)"

Sl

y tendremos

A = PDP
—1/vV2 —-1/v6 1/vV3 |1 0 0| -1/vV2 1/V2 0
= 1/v2 —1/v/6 1/V3 [| 0 1 0 || —1/vV6 —1/V6 2/V6
0 2/vV6 1/V/3 )0 0 —2 1/vV3 1/V3 1/V3

Ademds, tenemos el siguiente resultado fundamental:



Teorema

Una matriz A € R™*" es ortogonalmente diagonalizable si y s6lo si A es simétrica.

11.2. Teorema de descomposicion espectral

Ademas del teorema espectral y del teorema de caracterizacion de las matrices orto-
gonalmente diagonalizables, las matrices reales simétricas de dimensién n x n satisfacen
lo que se conoce como teorema de descomposicién espectral, que permite escribir (des-
componer) éstas como una suma de n matrices derivadas a partir de sus valores y vectores
propios. Antes de abordarlo, introducimos en esta seccién algunas definiciones y resulta-

dos.

Dado un espacio vectorial V sobre R dotado de producto interno, diremos que una

transformacién lineal T : V — V es una proyeccién (o un proyector) si

ToT=T.

Es frecuente utilizar la notacion IT para referirse a proyectores. Recordemos que:

Una matriz cuadrada A se dice idempotente si A = A. '

Ambas definiciones se relacionan de la siguiente manera:

Proposicion

Si la proyeccion IT: V. — V se representa por la matriz Ay relativa a una base orto-

normal de V, entonces Ay es idempotente.

Ademas introducimos la siguiente definicion:



Sea un espacio vectorial V sobre R dotado de producto interno. Dada la transforma-
ciéon lineal T: V — V, definimos la transformacién adjunta de T como la transfor-

macioén lineal T*: V — V tal que para todo v, v, € V:

(vi, T"(v2)) = (T(v1),v2) -

Es importante observar que para toda transformacion lineal T la transformacién ad-
junta existe y es unica.

Proposicion

Si la transformacién lineal T: V — V se representa por la matriz At relativa a una

base ortonormal de V, entonces T* se representa mediante Al

Ambos conceptos se emplean para definir un nuevo tipo de transformacion lineal

(desde el punto de visto de la geometria, como veremos en el Tema 12).

Dado un espacio vectorial V sobre R dotado de producto interno, diremos que una
transformacién lineal TT: V — V es una proyeccién ortogonal (o un proyector ortogo-

nal) si

1. TT o TT =TI (es decir, IT es un proyector).

2. T* =TI (es decir, IT es autoadjunta).

Y obviamente, tenemos el siguiente resultado:

Dado un espacio vectorial V sobre R dotado de producto interno, si la proyeccion

ortogonal IT: V — V se representa por la matriz A relativa a una base ortonormal

de V, entonces:




1. A% = Apn (es decir, A es idempotente).

2. AL, = An  (es decir, Ary es simétrica).

Consideremos el espacio IP; sobre R dotado del producto interno
<(10 + aix, b() + b1X> = aobo + 01b1 o

La prueba de que efectivamente es producto interno es inmediata. Sea la transfor-
macion lineal TT que asocia a cada polinomio ay + a;x el polinomio IT(ay + a;x) =
2ay + a; — (2ap + a;)x. Con respecto a la base ortonormal de P; dada por B = (1,x),

la transformacién IT se representa mediante la matriz

2 1
Anp =
-2 —1

Evidentemente, tenemos que A g es idempotente:

) 2 1 2 1 2 1
A_n = = = A]—[ 7
-2 -1 =72 =l = =l

por lo que IT es una proyeccion. Sin embargo, A no es simétrica, por lo que ITno es
proyeccién ortogonal.
La transformacion adjunta IT* de IT la calculariamos como sigue: consideremos la
imagen por IT* de los vectores de la base B (suficiente para describir IT*). Se debe
cumplir, por una parte, que:
(ag + ar1x, x + Bx) = (2ap + a1 — (2ap + a;)x, 1)
—— X v

~"

IT* (1) TT(ap+arx)
= wx+ap=2a0+a;, = a=2,=1




y por otra que:

(ap+ arx,y + 0x) = (2ap + a1 — (2ap + a1)x,x)
\_v_/ ~ /
TT* (%) TT(ap+ax)
= aQy+ad=—2q—a, = v=-—20=-1.

Asfi, la imagen por IT* de un polinomio arbitrario ay + a;x vendra dada por:

M(apg+ax) = aolT" (1) +a; T (x) = ap(2+x) + a;(—2 —x)

= 2ap—2a;+ (ap — ai)x.

Si representamos IT* mediante una matriz respecto a la base B, se obtiene que

— _ t
A]‘[*’B = = A’”,B .

Proposicion

Si TT es una proyeccion ortogonal entonces ker(TT) = Im/(TT)+.

Consideremos en R con el producto escalar ordinario la transformacion IT que aso-

cia a cada vector v = (v, v, v3)" la imagen dada por
1
TT ((v1,v2,v3)") = 9 (Vi +2(v2 +v3),2v1 + 4(v2 +v3),2v1 + 4(v2 +v3))" .

Obviamente, respecto a la base canodnica, la representacion de IT viene dada por la

matriz simétrica

1 2 2
AHZ1 2 4 4|,
9
2 4 4




por lo que TT es autoadjunta. También es facil ver que A% = Ap, por lo que T serd
una proyeccion ortogonal. Es inmediato observar que Im(TT) = Gen ((1,2,2)").

El kernel de TT es

ker(I) = {v e R*: TI(v) = 0} = Gen ((—2,1,0)",(-2,0,1)") ,

que obviamente es el complemento ortogonal de Im(IT).

Teorema

Sean ITy, ..., TI, proyecciones ortogonales sobre un espacio vectorial real V con pro-

ducto interno que satisfacen:

I +---+TI, = I (aplicaciénidentidad),

Iy oTl; = 0 (aplicaciéon nula), paratodoi #j.
Sea U; = Im(TT;). Entonces
V=uaoslWe U,

ysiu; € Ui yu; € Uj para todo 1 # j, entonces (u;, u;) = 0.

Una descomposicion de un espacio en forma de suma directa que satisface las con-
diciones del teorema anterior se denomina una descomposicién ortogonal de V. Dicho
teorema es el escenario general del teorema de descomposiciéon espectral de las matrices
reales simétricas, que enunciamos a continuacién.

Teorema de descomposicion espectral

Sea A una matriz real simétrica de dimensién n xn que podemos escribir en la forma

A = PDP?, donde las columnas de P son las coordenadas de los vectores propios




Obsérvese que las matrices A; representan proyectores ortogonales TT;, que verifican

las condiciones del teorema de descomposicién ortogonal. En estas condiciones, la trans-
n

formacién lineal T = Z AilT; estd representada por la matriz simétrica real A y obvia-

i=1
mente tiene valores propios Ay, ..., An.

Consideremos de nuevo la matriz

(6—2—1
A= 2 6 -1
\—1—15

\ 0 2/V6 1/V3 00 3 V3 V3 A3 )

VT V v
P

(—1/x/§ —~1/v6 1/V3 8 00 ~1/vV2  1/V2 0
= 1/vV2 —1/v6 1/V3 060 ~1/v6 —1/v6 2/v6

10



Utilizando la descomposicion espectral podemos escribir:

—1 —1
1 1 1 1
A = 8— 1 — (-1,1,0) + 6 — -1 — (-1,1,2
0 2
1
1 1
+3 — 1 — (1,1,1
7 = (1L1,1)
1
1 —1 0 1 1 -2 1 1 1
1 1
= 8 5 -1 10 +6 6 1 1 -2 +3 5 1 11
0 00 ) 4 1 1 1

cuya suma, efectivamente, es A.

Es trivial comprobar que
A1A1 = A1, AyA;=A;, A3A;=A; (idempotentes),

Al = A, Aj=A;, A}=A; (simétricas),

L = Ai+Ay+ A3z,

O3x3 = A1A=A1A3=AA;.

Consideremos la matriz

>

Il
N W
NN
N o

0 21

con valores propios Ay = 5, A\, = 2 y A; = —1 y vectores propios v; = (2,2,1)%,

11



v, = (2,—1,-2)' yv; = (1,—-2,2)". El teorema de descomposicion espectral nos dice

que podemos escribir A como la suma de las tres matrices:

20 20 10
A 1
M; = ||v11||2v1 Vf = 9 20 20 10 ,
10 10 5
8 —4 -8
A2 1
MZ = —||v2||2v2v; — § _4 2 4 ,
-8 4 8
-1 2 -2
1
3
-2 4 4
Es facil ver que las matrices
1 | 1 o1 .
M= ||V1||2v1 V= ngl o= WVZVZ = Ele Az = W\’s vit = —M;

son idempotentes (representan proyecciones I1;) y simétricas (las proyecciones son

ortogonales). También es inmediato comprobar que
A1+ A;+ Az =13 (matriz identidad)
o equivalentemente que IT; + T, + T3 = I3 (aplicacion identidad) y que
AiAj = 0343 (matriz nula) para todo i # j

o equivalentemente que TT; o Tl; = 0 (aplicacion nula) para todo i # j. Finalmente,

se observa que

Im(TT;) = Gen(vy), Im(TT,) = Gen(v,), Im(IT3) = Gen(vs),

12



por lo que R? puede descomponerse como suma directa en la forma:
R® = Im(TTy) ® Im(IMy) @ Im(TT3).

Esto indica que, como sabemos, se puede formar una base de R® con vectores pro-

pios de la matriz simétrica A.

13
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