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Tema 2

Sistemas de ecuaciones lineales

2.1. Dos interpretaciones graficas de los sistemas lineales

Muchos problemas practicos que aparecen en diversas disciplinas, tales como la bio-
logia, la quimica, la economia o la ingenieria, pueden ser frecuentemente reducidos a la
resolucién de ecuaciones lineales, concepto conocido de cursos anteriores. En los siste-
mas lineales, las ecuaciones s6lo involucran la primera potencia de cada incégnita y éstas
no van multiplicadas entre si. En particular cada incégnita sélo aparece multiplicada por
algtin escalar.

El algebra lineal surgié como resultado de los intentos de encontrar métodos sistema-
ticos para resolver tales sistemas. En otras palabras, el problema central del 4lgebra lineal

es resolver sistemas de n ecuaciones lineales. Recordemos algunas nociones bésicas.

Sea la combinacién lineal de las variables x;, ... x, dada por la expresion

a1 X) + Ay Xy + -+ Qp Xpy -

Los ntimeros reales ay, ..., a, € R se denominan coeficientes de la combinacién.




Una ecuacién lineal en las incégnitas o variables x4, ...x, es una expresioén de la

forma

X1+ ax+---+a.xn,=Db,

donde b € R se denomina término constante.

Una n-tupla (sy,...,5n) es una solucién de la ecuacion lineal
a;x;+axy+---+a,x, =b,

si, al sustituir las variables xi,x», ..., X, por los nimeros sy, ..., s, se obtiene una

identidad.

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incdgnitas

.
ap1X; +apXy+ -+ Qi Xn = by,

Q21 X1 +AxpXy + -+ A Xpn = by,

Am1 X1+ Am2 X2 + -+ Qmn Xn :bm
\

tiene solucién (s, ..., s, ) si dicha n-tupla es una solucién de todas las ecuaciones

del sistema.

La solucién de un sistema lineal no existe necesariamente y, si lo hace, no es necesaria-

mente Gnica.

Si un sistema de ecuaciones tiene solucién o soluciones se denomina sistema com-

patible; en caso contrario diremos que es un sistema incompatible.




El conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones lineales dado se

denomina conjunto de soluciones.

Cuando el sistema no tiene solucion, el conjunto de soluciones se dice vacio, lo que repre-

sentamos con el simbolo () (que denota al conjunto vacio en teoria de conjuntos).

Si un sistema de ecuaciones lineales tiene solucién tinica se dice que es compatible

determinado; si tiene més de una solucién se dice que es compatible indetermina-

do.

Finalmente recordemos que:

Dos sistemas son equivalentes si ambos tienen el mismo conjunto de soluciones. '

A continuacién veremos dos maneras distintas de interpretar los sistemas lineales.

Sea el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

Xl—XZZO,
X1+ 2x, =4.

La primera de las interpretaciones geométricas es bien conocida: cada par de nu-
meros reales (x;,X;) que verifiquen x; — x, = 0, e.g., (0,0), (—3,-3) 6 (vV2,V/2),
es solucién de la primera ecuacién. Si representamos tales puntos en el plano ob-
tenemos una recta, como se ve en la figura 2.1. En general, si representamos cada
ecuacion (fila) por una recta en el plano, obtendremos que la intersecciéon de todas
ellas, si existe, es la solucion del sistema. En particular, el par (%l, %) es la solucién

del sistema anterior.




(4/3,4/3)

Figura 2.1: Representacion gréfica de un sistema lineal por filas.

Obsérvese que podemos usar este procedimiento grafico para resolver sistemas con dos

incognitas.

De manera alternativa, podemos escribir el sistema usando notacién vectorial de la

siguiente manera: x; (1,1)* + x5 (—1,2)* = (0,4)*. Utilizando el concepto de combi-

nacion lineal, esta expresion nos dice que la | solucion (x4, x2)* |del sistema lineal estéd

dada por los (escalares x; y x2) que hacen que la combinacién lineal de

los vectores columna (1,1)' y (—1,2)* sea igual al vector (0,4)".

Podemos observar en la figura 2.2 que la elecciéon correcta para tales escalares es
4
3

obviamente la dada por el punto interseccién de la figura 2.1: x; = x, =

Notese que esta representacion debe usarse como procedimiento sistematico pa-

ra resolver sistemas (pues habria que hacerlo mediante prueba y error), pero es una ma-
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Figura 2.2: Representacion gréfica de un sistema lineal por columnas.

nera de comprender el significado de la solucién en términos de combinaciones lineales
de ciertos vectores, concepto que serd de importancia fundamental en futuros temas. La
primera representacién del sistema lineal como lineas que se cortan (o no ...) en el plano
(bidimensional) o como planos que se cortan en un espacio tridimensional, nos resul-
ta mds familiar que la que usa combinaciones lineales de vectores; sin embargo, para
dimensiones mayores, es mas sencillo “imaginar” una combinacién lineal de, digamos,
cuatro vectores en un espacio de dimension 4, que “imaginar” la intersecciéon de cuatro

hiperplanos en dimension 4.



Finalmente, recordemos que también podemos representar el sistema

X1 —% =0,
X1+2X2:4,

como un problema matricial Ax = b, escribiendo:

A X b
1 —1 X1 0
1 2 X2 4

donde A es la matriz de coeficientes, x el vector (columna) de incégnitas y b el vector

de constantes.

NOTA: a partir de este punto, usaremos la representacion matricial para escribir las solucio-
nes de los SEL (sistema de ecuaciones lineales) que consideremos. Es decir, daremos las

soluciones como vectores columna.

2.2. Resolucion de sistemas lineales

Resolver un sistema consiste en encontrar su conjunto de soluciones. '

Existen diferentes técnicas para encontrar el conjunto de soluciones de un sistema. En
este tema nos centraremos en el método de Gauss, un procedimiento sistematico para re-
solver sistemas lineales. Su objetivo es obtener una secuencia de sistemas, cada uno de
ellos equivalente al anterior, hasta obtener un sistema “escalonado, triangular superior”
mediante la utilizacién de “operaciones elementales” de sus filas (ecuaciones), para poste-
riormente obtener la solucién mediante sustitucion hacia atrds. Las operaciones entre filas

permitidas estan descritas en el siguiente teorema:



Método de Gauss
Supongamos que un sistema lineal es modificado mediante alguna de las siguientes

operaciones:
1) Intercambio: una ecuacién intercambia su posicién con cualquier otra.

2) Re-escalado: se multiplican los dos miembros de una ecuacién por una constan-

te no nula.

3) Combinacion de filas: una ecuacién es sustituida por la suma de ella y algin

mdltiplo de otra.

Entonces los dos sistemas tienen el mismo conjunto de soluciones.

Consideremos otra vez el sistema:
x1—%x =0, (Ry),
X1+ 2% =4, (Rz2),
cuya solucién estd representada en la figura 2.1. Si sustituimos la segunda ecuacién
R, por la combinacién de filas R, — Ry obtenemos el sistema:
X1 —Xp = 0 7
3X2 =4,

La figura 2.3 ilustra que ambos sistemas son equivalentes (tienen la misma solucién).

En cada fila de un sistema, la primera variable con coeficiente no nulo es la variable
pivote de la fila. Un sistema estd en forma escalonada si cada variable pivote se encuen-

tra a la derecha de la variable pivote de la fila inmediatamente superior (exceptuando la



2+ x,
3X2 =4
4 4
T (3,3)
X1
-2 —1 1 2
_] +
X1 =X2
-2 4

Figura 2.3: La aplicacion de operaciones elementales de Gauss no cambia el conjunto de

soluciones de un sistema lineal.

variable pivote de la primera fila). Ademads, diremos que un sistema est4 en forma escalo-
nada reducida si esté escrito en forma escalonada, si los coeficientes de todas las variables
pivote son iguales a 1 y si éste es el tinico coeficiente no nulo de la correspondiente ecua-

cion.

Si resolvemos el siguiente sistema mediante el método de Gauss, tenemos que rea-

lizar las siguientes operaciones:

( ( (

X1 +%x =0, X1 +%x =0, X1 +%x =0,
R,—2R;

2x1 — X2 + 3x3 =3, S —3x; +3x3 =3, ;;Ej —3%; + 3x3 = 3,

X1—2X2—X3:3. —3X2—X3:3. —4X3:O.

\ \ \

Observemos que este tercer sistema estd en | forma escalonada. | Después de los pa-

sos de eliminacién, obtenemos de la tercera fila que x3 = 0; sustituyendo en la se-

gunda fila, resulta x, = —1 y sustituyendo en la primera fila obtenemos x; = 1. Asf,




el conjunto de soluciones sé6lo consta de un elemento y lo podemos escribir como

{(1,—1,0)"}. También podemos obtener la \forma escalonada reducida‘ del sistema

con las siguientes operaciones:

y
X1+X2:0,

\

X1+X2=0,

Xz—XgZ—l,

|
o

—R,/3
—3X2 T 3X3 = 3, —R3/4}
—4:X3 =0.

X3 =

R2+4R3
SR

R1—R2
—_—

X1+X2:0,

X'Z__ll
X3—0

\

(
X1—1/
XZ__ll
X3—0

que proporcionan de manera directa la solucién del sistema (obviamente, la mis-

ma que hemos encontrado anteriormente). Este método se conoce como método de

Gauss-Jordan.

Consideremos el siguiente SEL y las operaciones indicadas:

(

2X1 4 2X2 =-2.
\

Esto muestra que una de las ecuaciones es redundante. De la segunda fila obtenemos

X, = 1y sustituyendo en la primera ecuacion resulta x; = —2, por lo que el conjunto

de soluciones es {(—2,1)*}.

X1 +3x =1,
R,—2R;
2X1 + Xy = —3, R3—2R1;

;

X1 +3%x, =1,
—5X2 = —5,
—4X2 =—14.

\

e
R3—4R,/5

;

™ + 3% =1,
—5X2 = —5,

0=0.




Ahora consideremos el siguiente sistema, donde llevamos a cabo las siguientes ope-

raciones: ) .
X1 +3x =1, X1 +3%x =1,
2x1 +x, = —3, RZ_—le> —5x, = -5,
R3—2R;
\2x1+2x2=0. \—4x2:—2.

La tercera fila muestra que x, = 1/2 y la segunda que x, = 1, es decir, el sistema es

incompatible o, en otras palabras, el conjunto de soluciones es vacio.

Ast:

» Un sistema lineal con solucién tnica tiene un conjunto de soluciones con un tnico

elemento.
» Un sistema lineal sin solucién tiene un conjunto de soluciones vacio.

En estos casos, el conjunto de soluciones es facil de describir. Los conjuntos de so-
luciones mds complicados de expresar son aquellos que contienen “muchos” elementos.
Cuando esto ocurre, el nimero de posibles soluciones es infinito. La manera de identifi-
car esta situacion es la siguiente: cuando un SEL tiene un niimero infinito de soluciones y lo

escribimos en forma escalonada, entonces no todas las variables son variables pivote.

Consideremos el siguiente sistema:

X1 +X2:4,

2X1—|—2X2:8. 0=0.
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Esto muestra que cualquier par de ntiimeros reales x;,x, que satisfaga la primera
ecuacion también satisface la segunda: hay un nimero infinito de soluciones del

sistema. El conjunto de soluciones puede describirse de la siguiente manera:

{(x1, %) €R* x1 +% =4,x,% €R} = {(x1,%)' €R*:x, =4—x1,%1 € R}
= {(x1,%)" = (x1,4—x1)' €R*: x; € R}

= {(0,4)" +x1(1,-1)' e R*: x; € R} .

Se pueden obtener soluciones particulares asignando valores arbitrarios a x;. Por

ejemplo, los vectores columna (x;, %)t = (0,4),(1,3),(—2,6)' y (v/3,4 — v/3)t son

soluciones particulares del sistema.

Llamamos pardmetro a una variable que es utilizada para describir una familia de

soluciones.

En resumen, para cualquier sistema de ecuaciones lineales existen exactamente tres

posibilidades, que identificamos facilmente si esta escrito en forma escalonada:
1. No hay solucién; esto ocurre cuando hay alguna inconsistencia entre las ecuaciones.
2. Hay solucioén tinica; esto ocurre cuando cada variable es una variable pivote.

3. Hay un ntimero infinito de soluciones; esto ocurre cuando hay al menos una varia-

ble que no es pivote y, por tanto, existe al menos un parametro.

2.2.1. Matrices equivalentes

Segtin hemos visto, las operaciones gaussianas producen sistermas equivalentes. Tam-
bién vimos anteriormente que los sistemas lineales pueden ser escritos de manera maés

compacta por medio de su expresion matricial, Ax = b. Cuando resolvemos un sistema,
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esta notacién es mds adecuada, pues permite realizar exactamente las mismas operacio-
nes que hariamos escribiendo el sistema completo, pero con una escritura mas breve. Para
ello, construimos lo que se conoce como la matriz aumentada o ampliada del sistema,
escribiendo como una sola matriz la matriz de coeficientes y el vector de constantes (se-

parados por una barra vertical): (A | b).

Consideremos una vez mas el sistema:

(

x1+x =0,

2X1—X2+3X3:3,

X1—2X2—X3:3.
\

Si realizamos operaciones elementales en la matriz aumentada del sistema, pode-

mos obtener una forma escalonada (por filas) de dicha matriz como sigue:

1 1 0|0 1 1 00 1 1 0|0
R,—2R;

2 —1 313 —>R3—R1 0 -3 3|3 ——>R3_R2 0 -3 313

1 -2 —-1|3 0 -3 —1|3 0 0 —410

y de nuevo resulta, por sustitucién hacia atras, el conjunto de soluciones {(1, —1,0)*}.

Sea el sistema:

x1+%x =0,

Xz—X3:1,

|
w

X3 =

12



La matriz aumentada asociada es

11 00
01 —1|1
00 1|3

Usando notacién matricial, escribimos el sistema de la forma A x = b, donde

1 1 0 X1 0

A= 0 1 -1 ’ X X2 ’ b= 1

00 1 X3 3

Resolviendo hacia atrds determinamos el conjunto de soluciones: {(—4, 4, 3)"}.

Consideremos el sistema:

x1+x =1,

2X1—X2+X3:3.
\

Si usamos notacién matricial, describiremos dicho sistema de la forma Ax = b, con

1 00 X1 3
A=11 1 0|, x=|x |, b=1]1
2 -1 1 X3 3
Aunque la matriz aumentada
1 003
1 1 0]1
2 -1 13

13



no estd en forma escalonada, A es triangular inferior y es evidente que podemos

resolver el sistema mediante sustitucion hacia delante (e.g., sustituyendo de arriba a

abajo). El conjunto de soluciones es {(3, —2, —5)*}.

Es muy sencillo observar que hacer operaciones gaussianas sobre los elementos de la
correspondiente matriz ampliada de un SEL equivale a realizar ciertos productos entre

matrices. En efecto:

1. El intercambio de las filas i y j de una matriz se obtiene multiplicando dicha matriz
(por la izquierda) por la matriz P que resulta al intercambiar en la matriz identidad

las filas i-ésima y j-ésima.

Para intercambiar las filas 1 y 3 de A

1 00 3
A=[1 101
2 -1 13

la multiplicamos por la izquierda por la matriz

0 01
P=1010
1 00
Asi obtenemos
0 01 1 00 3 2 -1 13
PA=[010 1 101 ]=11 101
100 2 -1 13 1 00 3

14



2. El re-escalado de las fila i de una matriz por un factor a se obtiene multiplicando
dicha matriz (por la izquierda) por la matriz P que resulta al multiplicar la fila i-

ésima de la matriz identidad por a.

Para multiplicar la segunda fila de A

1 00 3
A=11 101
2 -1 13

por el escalar 5, la multiplicamos por la izquierda por la matriz

100
P=1050
0 01
Asi obtenemos
100 1 00 3 1 00 3
PA=1050 1 101 |=]5 5005
0 01 2 -1 13 2 -1 13

3. La sustitucién de la fila i de A por la combinacién de la fila i y la fila j multiplicada
por a se obtiene multiplicando A (por la izquierda) por la matriz P que resulta al

sustituir el elemento (i,j) de la matriz identidad por a.

15



Dada la matriz A,

1 003
A=11 101 [,
2 -1 13
para restar a la fila primera de A su fila tercera multiplicada por 4, la multipli-

camos por la izquierda por la matriz

1 0 —4
P=101 0
00 1
Asi obtenemos
1 0 —4 1 00 3 -7 4 —4 -9
PA=101 0 1 101 |= 1 1 0 1
00 1 2 -1 13 2 -1 1 3

Es evidente que cualquiera de las operaciones elementales anteriores sobre una matriz
A produce una matriz B que es equivalente a A (con Q = I). El siguiente resultado es

fundamental y nos facilitarda muchos razonamientos:

Si las matrices A y B son equivalentes, entonces rg(A) = rg(B).

2.2.2. Inversa de una matriz (mediante eliminacién gaussiana)

Supongamos que queremos resolver un sistema lineal, escrito en forma matricial como

Ax = b. Sabemos que si A es cuadrada (n x n) y no singular (det(A) # 0), podemos

16



realizar la operacion
In

—
ATTAx=A"p = x=A"b.

El método de Gauss-Jordan se puede usar para determinar facilmente la inversa de una
matriz no singular A como sigue.

Supongamos que el sistema que queremos resolveres Ax =b conb = (1,0,0,...,0)*.
Si multiplicamos A~ b, observamos que el resultado de esta operacién es la primera co-
lumna de la matriz A~'. Si hacemos la misma consideracién con b = (0,1,0,...,0)t, el
producto A~' b proporciona la segunda columna de la inversa. Si repetimos este proce-
dimiento hasta que multiplicamos A~'b, con b = (0,0, ...,0,1)* para obtener la tltima
columna de A~!, obtendremos la matriz inversa completa. Todos estos calculos pueden
ser realizados de manera eficiente, resolviendo todos los sistemas a la vez, si usamos eli-

minacién gaussiana para obtener la forma escalonada reducida de la matriz

ayr ... Qn 1 ... 0

(r[1)-

ang ... apn |0 ... 1

que es una matriz con n filas y 2n columnas, con A a la izquierda y la matriz identidad

I, de dimensién n a la derecha. Veamoslo con un ejemplo:

Para calcular la inversa de la matriz

A=[101
1 00

17



escribimos:

111100 1 1 1] 1 00
R,—Ry —Rp
101,010 — 0O -1 0/—-1 10 —
R3—R;
1 0 0[{0 01 0O -1 -1(—-1 0 1
1 1 1{ 1 00 10 1/0 1 0
R1—Ry —R3
o 1 0, 1 -10 P 01 0|1 -1 0 —
R3+Rp
0O -1 -1/-1 01 00 —-1{0 -1 1
101/0 1 O 1 00{0 0 1
R1—R3
0101 -1 O — 0101 -1 O
001/0 1 -1 001/0 1 -1

2.3. Teoria de los sistemas lineales

Como hemos visto, podemos interpretar el sistema de ecuaciones A x = b de dos ma-
neras. Si nos centramos en las filas, s es una solucion del sistema si estd situado sobre la
interseccion de todos los hiperplanos definidos por el sistema de ecuaciones. Si nos cen-

tramos en las columnas, la solucién s es un conjunto de escalares que proporciona una re-

presentacion del vector b como una combinacién lineal de las | columnas de la matriz A. |

Observemos que esto esta estrechamente relacionado con el espacio columna de la matriz

18



A (que desempenfiard un papel muy importante en futuros capitulos). Cuando tal solucién
existe, decimos que el sistema es compatible; en caso contrario, decimos que es incompati-
ble. En particular, el sistema lineal Ax = b es compatible si y sélo si b € €(A). Como
ya sabemos, es fcil reconocer los sistemas incompatibles a partir de cualquiera de sus
formas escalonadas: un sistema es incompatible cuando hay una ecuacién escrita en la
forma 0x; + --- + 0x,, = ¢, para algtn escalar ¢ no nulo. En tal situacién, es imposible
expresar b como combinacion lineal de las columnas de A.

Una cuestion mds dificil es la siguiente: ;bajo qué condiciones un vector b € K™ puede
ser representado como una combinacién lineal de las columnas de A? Para responder
a esta pregunta, se usa el rango r de la matriz A, que serd igual al nimero de filas no
nulas en la correspondiente matriz escalonada o, en otras palabras, el ntimero de variables
pivote del sistema. Aunque el siguiente resultado es bien conocido de cursos anteriores,
recordamos que:

Teorema de Rouché-Frobenius

El sistema lineal Ax = b es compatible si y sélo si el rango de la matriz A es igual

al rango de la matriz ampliada (A | b). El sistema lineal Ax = b es compatible de-

terminado si y s6lo si el rango de la matriz A (igual al rango de la matriz ampliada)

coincide con el ntiimero de incégnitas.

NOTA: en temas posteriores veremos una interpretacion geométrica de este hecho, basan-

donos en el espacio columna de A.

2.3.1. Unicidad de soluciones

A continuacién nos centramos en la pregunta de cudntas soluciones tiene un sistema
de ecuaciones compatible dado. Como ya hemos mencionado, un sistema compatible tie-

ne solucién tnica si y s6lo si el rango de A es igual al nimero de incégnitas. Ademds,
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como veremos mds adelante, las soluciones de un sistema lineal compatible de la forma

A x = b estdn intimamente relacionadas con las soluciones del sistema Ax = 0.

Diremos que una ecuacion lineal es homogénea si su término constante es igual a 0:
a;xXy+ - +apxn =0.

Si todas las ecuaciones de un sistema lineal son homogéneas, éste se denomina sis-
tema homogéneo.
Claramente la solucién dada por x; = - - - = x, = 0 es solucién de dicho sistema y se

denomina solucion trivial. Cualquier solucién en la que al menos una variable tiene

valor no nulo es denominada solucién no trivial.

Dado un sistema lineal, siempre podremos asociarle un sistema homogéneo haciendo

cero las constantes. Asi se verifica el siguiente resultado:

Proposicién

Si un sistema de ecuaciones con n incégnitas A x = b es compatible, entonces tiene
solucién tnica si y sélo si el sistema homogéneo asociado Ax = 0 soélo tiene la

solucidn trivial. Esto ocurre exactamente cuando rg(A) = n.

Estos resultados también pueden relacionarse de la siguiente manera:
Proposicion

Sea A una matriz n x n. Los siguientes resultados son equivalentes:
1. A esno singular (i.e., det(A) # 0).
2. Ax = 0 sdlo tiene la solucién trivial.

3. Para cada b € R", la ecuacién A x = b tiene solucién tinica.
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Consideremos el sistema

.
X1 +% +x3=0,

X1+2X2—X3:1,

2X1+X2+4X3:—1.

Vamos a | ILUSTRAR |la equivalencia de los tres resultados anteriores.

La matriz aumentada puede escribirse de la forma

11 1| 0 1 1 1] 0 11 1]0
R,—R; R3+R;

12 -1} 1 P—— 0o 1 —2| 1 — 01 —2]|1
R3—2R;

21 4|1 0 -1 2|-1 00 0]0

Esto muestra que el rango de A y el de la matriz aumentada es 2 (inferior al nimero
de incégnitas); por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

Por otro lado, el sistema homogéneo asociado estd dado por

;
X1 +% +x3=0,

X1+ 2x, —x3=0,

k2X1 +X2+4X3 =0

y su conjunto de soluciones se describe como
{(—3X3,2X3,X3)t S R3I X3 € R} ,

es decir, tiene un niimero infinito de soluciones. Finalmente, es inmediato compro-

bar que det(A) = 0.

Ademas, los sistemas lineales homogéneos verifican las siguientes propiedades:
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Sean s; y s, dos soluciones del sistema lineal homogéneo Ax = 0y sean &, x; € R

dos escalares arbitrarios; entonces s; = 1 S1 + &, S, es también solucion del sistema

homogéneo.

NOTA: como veremos en el proximo capitulo, estas propiedades convierten al conjunto de
soluciones de un sistema lineal homogéneo en lo que denominaremos un espacio vectorial

(o més precisamente, en un subespacio vectorial de R™).

Finalmente, daremos el siguiente resultado para sistemas lineales no homogéneos:

Teorema

Sea el sistema de ecuaciones lineales compatible Ax = b donde A es una matriz
de dimensién m x n. Consideremos el sistema lineal homogéneo asociado A x = 0.
Entonces cualquier solucién del sistema homogéneo se puede escribir como una
solucién del sistema homogéneo més una solucién particular del sistema no homo-
géneo. En otras palabras, si Sy, = {sn € R™: A sy, = 0} es el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo y s, es UNA SOLUCION CUALQUIERA del sistema no homo-
géneo, entonces el conjunto de soluciones S del sistema no homogéneo se describe
de la forma

S :{s_p + Sn: Sn € Su).

NOTA: el conjunto de soluciones de un sistema lineal no homogéneo tiene la estructura
de un espacio afin. Esto quiere decir que dadas dos soluciones cualesquiera del sistema no
homogéneo s; y s,, su diferencia s; — s, es un elemento de un espacio vectorial (en este

caso, es el definido por las soluciones del correspondiente sistema lineal homogéneo).
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Sea el sistema no homogéneo

p
2X1—X2+X3=0,

X1+4X2+X3:3,

—X1 + 5%, = 3.
\
Si consideramos el sistema homogéneo asociado, comprobamos facilmente que su

conjunto de soluciones viene dado por:

t
Sh = {X3 (-g,—%,l) € R3: X3 € R} 7

que como vemos depende de un tinico parametro x3 € R.

Consideremos a continuacioén los vectores (5,1,—9)%,(2,1,—3)' y (—3,0,6)*. Es in-
mediato verificar que el primero de ellos NO es solucién del sistema, pues al susti-
tuir estos valores en las ecuaciones, las dos tiltimas no dan lugar a una identidad. En
cambio, el segundo de ellos si lo es. Segtin el teorema anterior, conocer este segundo

vector (o cualquier otro que sea solucién) es suficiente para escribir el conjunto de

5 1 o
S= 2—§s3,1—§s3,s3—3 ER’:s3eR ;.

Finalmente, podemos comprobar que el tercer vector también es solucién del siste-

soluciones:

ma no homogéneo, por lo que de nuevo, por el teorema anterior, podemos escribir

el conjunto de soluciones de la forma

5 1 b
S = —3_683,_§53’6+33 ER:s3eR ;.

Obsérvese que aunque ambas descripciones del conjunto S son diferentes, corres-
ponden al mismo conjunto. Por ejemplo, en el primer caso, si hacemos s; = 0 obte-

nemos la solucién particular (2,1, —3)*. Esta misma solucion resulta de la segunda
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descripcién haciendo s; = —9. Se deja como ejercicio encontrar los valores de s;3

en la primera y en la segunda descripcién que proporcionan la solucién particular

(—3,0,6)t.

24



	Sistemas de ecuaciones lineales
	Dos interpretaciones gráficas de los sistemas lineales
	Resolución de sistemas lineales
	Matrices equivalentes
	Inversa de una matriz (mediante eliminación gaussiana)

	Teoría de los sistemas lineales
	Unicidad de soluciones



