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Tema 3

Espacios vectoriales

3.1. Definicién y propiedades

En este capitulo presentamos la definicién formal de espacio vectorial. Los espacios vec-
toriales mas elementales son los conocidos espacios R™, n = 1,2,..., que ilustran clara-
mente el concepto. No obstante ya estamos familiarizados con otros conjuntos que, como
veremos, también cumplen las condiciones que caracterizan a los espacios vectoriales.

Comenzamos considerando el plano R?. Un vector no nulo v = (vi,v;)' € R? puede
ser representado geométricamente en el plano mediante un segmento dirigido que va de
(0,0)" a (vi,v2)".

Esta representacion nos ayuda a visualizar cémo funciona la bien conocida operacién

de suma o adicién:

%1 ug Vi + Uy

A% LE)) Vo + Uy



y la multiplicacién por escalares (niimeros reales, en este caso):

Wi vy

V) vy

La figura 3.1 ilustra ambas operaciones.
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Figura 3.1: Suma de vectores y multiplicaciéon por escalares.

En general, la suma y la multiplicacién por escalares en R™ se definen respectivamente

mediante

(v1/v2/"-/vn)t+(ulluZI"-/un)t - (V]+u1,V2+u2,...,Vn+un)t

o (Vi, Vo, .o, vn)t = (v, Vo, v )t

donde el escalar « puede ser cualquier ntimero real.
Comenzamos describiendo la estructura que poseen los escalares. Dicha estructura se

denomina cuerpo.



Un cuerpo es un conjunto no vacio K en el que se definen dos operaciones: la suma
o adicion, denotada por + y la multiplicacion o producto, denotada por -, y tales que,

para todo a, b, c € K, se verifican los siguientes axiomas:

= Grupo aditivo conmutativo

a+bekK, [clausura].

a+b=b+a, [conmutatividad].

e (a+b)+c=a+(b+c), [asociatividad].

J0 e Ktalque a+0=a, [elementoneutro].

Va, 3(—a) € Ktalque a + (—a) =0, [elemento inverso].
» Grupo multiplicativo conmutativo

e a-beK, [clausura].
e a-b=>b-a, [conmutatividad].

(a-b)-c=a-(b-c), [asociatividad].

JdleKtalquea-1=a, [elementoneutro].

Va#0,Jda ' eKtalquea-(a') =1, [elemento inverso].
= Anillo

ea-(b+c)=a-b+a-c, [distributival.

Obsérvese que consideramos que los elementos neutros son distintos: 0 # 1.

NOTA: los elementos inversos respecto de la suma y el producto son tinicos en un cuerpo;

por ello, les denotamos por —a y a™! respectivamente.



Si examinamos los distintos conjuntos de ntiimeros, es trivial observar cuéles de las

propiedades anteriores, de sobra conocidas, se verifican en cada uno de ellos:

= Los conjuntos N y Z no son cuerpos (ya que carecen de inversos multiplicati-

VOs).

= Los conjuntos Q, R y C son cuerpos.

NOTA: en lo que resta de curso, nos centraremos en el cuerpo de los reales R (salvo que

se indique lo contrario).

Sea el conjunto A = {0, 1}.
Vamos a las siguientes operaciones entre los elementos del conjunto A.
1. Suma:0+0=0;, 0+1=1,14+0=1y1+1=0.
Es inmediato verificar que la operacién asi definida verifica las propiedades
de grupo conmutativo, por ejemplo:
= Clausura: el resultado de sumar dos elementos cualesquiera de A es un
elemento de A.
= Conmutatividad: el tinico caso no triviales0+1 =140 = 1.

= Elemento neutro: obviamente, el elemento neutro es el 0.

2. Producto:0-0=0-1=1-0=0y1-1=1.

De la misma manera, esta operacion verifica las propiedades de grupo conmu-

tativo. En particular:




= Clausura: el resultado de multiplicar dos elementos cualesquiera de A es

un elemento de A.
s Conmutatividad: el tinico caso no triviales0-1=1-0=0.

s Elemento neutro: éste es el 1.

Puesto que ademas se cumple la propiedad distributiva, el conjunto A tiene estruc-
tura de cuerpo. Habitualmente se utiliza la notacion Z, para referirse al conjunto
A. Intuitivamente, el elemento 0 representa a los enteros pares, mientras que el ele-
mento 1 representa a los enteros impares, con lo que las definiciones dadas para la

suma y el producto cobran sentido. Este ejemplo se generalizara en la asignatura de

Matematica Discreta.

Una vez definida la estructura de cuerpo, pasamos a definir la estructura de espacio

vectorial.

Dado un cuerpo K, que denominaremos conjunto de escalares, consideremos un con-
junto V no vacio en el que se definen las operaciones de suma y multiplicacién por
escalares. Si ambas operaciones satisfacen la propiedad de clausura, entonces dire-
mos que el conjunto V con dichas operaciones es un espacio vectorial si se cumplen

las siguientes propiedades para todo u,v,w € V' y para todo «, € K:

1. u+v=v+u, [conmutatividad de la sumal].
2. (u+v)+w=u+ (v+w), [asociatividad de la sumal].
3. 30 e Vtalqueu+0=1u, [elementoneutro para la suma].

4. 3(—u) € Vtalqueu+(—u) =0, [elemento inverso u opuesto parala suma].

5. a(u+v) =au+ v, [distributiva respecto ala suma de vectores].




6. (x+pP)u=au+pu, [distributiva respecto ala suma de escalares].

7. (- B)u=a(Bu), [asociatividad de la multiplicacién por escalares].

8. 1lu=u, [identidad].

Los elementos de un espacio vectorial V definido de la forma anterior se denominan
vectores. Este término engloba mucho mas que lo que hasta ahora hemos denominado
vectores fila o columna, como un caso particular de matrices. Como veremos, los elemen-
tos de V pueden ser ntimeros, n-tuplas de nimeros, matrices, polinomios, funciones, etc.,
ya que la definicién de las operaciones de suma y multiplicacién por escalares es lo que
nos permitird referirnos a ellos como “vectores”. En estas notas los vectores se denotardn

por letras latinas en negrita (p.e., a, v, etc.), aunque en otros libros se usan notaciones

distintas (p.e., @ 6 simplemente a).

Es inmediato verificar que R?, con la suma ordinaria y la multiplicacién por los

escalares de IR, es un espacio vectorial, ya que se verifican todas las propiedades de

la definicién anterior.

Segtin vimos en el Tema 1, el conjunto K™*™ de todas las matrices de dimensién
mxn sobre el cuerpo K, con la suma de matrices y la multiplicacion por los escalares

de K, es un espacio vectorial.




Sea el sistema de ecuaciones lineales homogéneo escrito en forma matricial como
Ax =0, con A de dimensién m x n y elementos reales. Sabemos que el sistema es
compatible y que su conjunto de soluciones estd formado por n-tuplas (de ntimeros
reales). Podemos concluir que el conjunto de soluciones de dicho sistema de ecua-
ciones lineales homogéneo es un espacio vectorial sin mds que tener en cuenta las

siguientes dos observaciones:

= La suma y la multiplicacién por escalares (R) en R™ verifica los ocho axiomas

de la definicioén de espacio vectorial.

s Como vimos en el Tema 2, CUALQUIER COMBINACION LINEAL CON COEFI-
CIENTES REALES DE DOS SOLUCIONES DE DICHO SISTEMA ES TAMBIEN SOLU-

CION DEL SISTEMA [propiedades de clausura].

Las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos Av = b # 0

NO forman un espacio vectorial, ya que no contienen el vector cero.

El conjunto P,, formado por todos los polinomios de coeficientes reales de grado

menor o igual que n

n
P,=<p:R—-R p(x):Zocax“, xq €ER

a=0
es un espacio vectorial, pues la suma de polinomios y la multiplicacién por escalares
(reales) obviamente verifican todas las propiedades requeridas.

NOTA: en este ejemplo los elementos del espacio vectorial P,, son polinomios. En




sentido estricto, si nos referimos a un polinomio como una funcién p: R — R, habria
que usar el tipo de letra normal (p.e., p(x) = 1 + x — x?); pero si nos referimos al
mismo polinomio como vector, habria que usar el tipo de letra negrita (p.e. p € Py,).

Para no recargar innecesariamente la notacién, hemos preferido usar, en este caso y

en otros parecidos, la primera notacién en ambos contextos.

El siguiente teorema establece algunas propiedades fundamentales de los espacios
vectoriales.
Teorema

Si V es un espacio vectorial sobre KK, entonces para todou € Vy a € K, se cumple

que:
i) Ou=0.
ii) «0=0.
iii) u+v = 0 implica que v = —u (es decir, el inverso respecto de la suma de u es

unico).

iv) (—1)u=—u.

3.2. Subespacios vectoriales

Dado un espacio vectorial V, a menudo es posible formar otro espacio vectorial to-
mando un subconjunto no vacio S de V que hereda las operaciones de V. Puesto que V
es un espacio vectorial, las operaciones de suma y multiplicacién por escalares siempre
producirdn un vector de V. Para que el nuevo subconjunto S C V sea también un espacio

vectorial, el conjunto S debe ser cerrado con respecto a dichas operaciones, es decir, la su-



ma de dos elementos de S debe ser un elemento de S y el producto de un escalar y de un
elemento S debe ser un elemento de S. Si esto ocurre, el resto de propiedades que definen

un espacio vectorial se satisfacen automdticamente en S. Asi:

Un subconjunto no vacio S del espacio vectorial V es un subespacio de V si satisface

las propiedades de clausurau+v € Sy au € S para todou,v € Sy todo « € K.

En otras palabras, S es un subespacio de V si es cerrado bajo las operaciones de V.

Obsérvese que esta definicion implica que O € S.

NOTA: en este curso vamos a denotar la inclusién de conjuntos como A C B, de manera
que A C B quiere decir que todos los elementos de A pertenecen a B y esto también es
cierto cuando B = A (B C B es cierto). Diremos que B es un subconjunto propio de A si
B no es vacio, B C Ay B # A. Esta es la notacién mds usada en Matematicas.

Sin embargo, en la asignatura de Matematica Discreta el simbolo C se cambiaré por el
simbolo C, de manera que, en dicha asignatura, A C B significa que todos los elementos
de A estdn en B, pero que hay al menos un elemento de B que no estd en A (es decir B C B

seria falso; pero B C B seria verdadero).

El subconjunto de R? dado por
S={(x1)":xeR}

NO es un subespacio vectorial de V porque no contiene al vector O € V. Este hecho

implica que no verifica las propiedades de clausura:

(L, 1D)'+(3,1)'=(4,2)" ¢S, 3-(1,1)'=(3,3)" ¢5S.




El subconjunto de R? dado por

verifica las propiedades de clausura:

(x,2x)" 4+ (y,2y)t = (x+y,2x+2y) = (x+y,2(x+y))* €S,

o (%,2x) = (ax, a2x)" = (ox, 2(axx))t € S,

por lo que S es subespacio de R?. En efecto, se ve facilmente que S con las operacio-

nes de R? es un espacio vectorial.

Los siguientes ejemplos establecen importantes resultados tedricos:

Dada una matriz A € K™*™, su espacio nulo N(A) es un subespacio de K™.

Demostracion. Claramente el espacio nulo es no vacio, puesto que el vector v = 0 de K™ es
solucion de Av = 0.

Si u y v son soluciones, entonces A(u +v) = Au+ Av = 0+ 0 = 0, por lo que el
espacio nulo es cerrado bajo la suma.

Si « es un escalar, se tiene que A(av) = x(Av) = a0 = 0. Por ello, el espacio nulo es

cerrado bajo la multiplicacién por escalares, y en consecuencia, es un subespacio. O

Obviamente N(A') es subespacio de K™.

Dada una matriz A € K™*™, su espacio columna C(A) es un subespacio de K™.

Demostracion. Claramente el conjunto es no vacio, pues contiene a todas las columnas de
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A; también, si consideramos la combinacién lineal:
0-A1+0-Ay+---+0-A, =0,

el cero pertenece a C(A).

Ademas es cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares:

(1AL + -+ oxnAn) + (B1rA1+ -+ BnAn) = (og 4+ B1)AT+ -+ (Xn + Br)An,

k(oA + -+ tnAn) = kogAq+ -+ kanAn,

que son combinaciones lineales de las n columnas de la matriz. Por tanto C(A) es un

subespacio. O

Obviamente C(A') es subespacio de K™.

3.3. Operaciones entre subespacios

Consideremos un espacio vectorial V y dos subespacios suyos S; y S,. Ademads de la
interseccion y la unién de conjuntos arbitrarios, es posible definir entre S; y S, la suma de

ellos, de la siguiente manera:

Dados los subespacios S; y S, del espacio vectorial V, definimos su suma mediante:
S1+S,={s1+82:8 €851,8 €8S,}.

Si la interseccién entre S; y S, es {0}, entonces la suma se denomina suma directa y

la representamos mediante S; @ So.

El siguiente resultado es facil de demostrar:

11



Proposicion

Dados los subespacios S; y S, de V (sobre K), se tiene que:
1. S1 N S, es un subespacio vectorial.
2. S$1 U S; no es en general un subespacio vectorial.

3. S1 + S, es un subespacio vectorial.

Demostracion.

1. Sean sy, s, € $S1 N S,. Tendremos que sy, S, € S1 y también que s, 8, € S,. De aqui se
deduce que, puesto que S; y S, son espacios vectoriales, s1 +8, € S1y s1 4+ 82 € S,.
En consecuencia:

s1+s,e€S$NS,.

Por otro lado, para todo « € K, tendremos que «s; € S1y as; € S,. Por consiguien-
te:

as1 €5NS,

y concluimos que S; N S, es un subespacio vectorial de V.

2. Para probar que S; U S; no es en general un espacio vectorial consideramos por
ejemplo V = R? y los subconjuntos S; = {(v1,0)*: vi € R}y So ={(0,v,)*: vo € R}. Es
facil ver que Sy y S, son subespacios de R%. Si tomamos los vectores (1,0)%,(0,1)* €
S1US,, susuma

(1,00 + (0,1)* = (1,1)*

no pertenece ni a S; ni a S,, por lo que tampoco pertenece a su unién y, por tanto, la

suma no verifica la propiedad de clausura.

12



3. Por ultimo, consideremos los vectores s1,8, € S1 + S,. Tendremos que s; = v + vy,

conv; € S1yv; € S; y también que s, = W1 +W,, conw; € S yw; € Sy,

Por un lado, podemos escribir la suma como sigue:

S1+ 8, = (Vl +V2)+(W1 +W2) = (Vl +W1)+(V2+W2) 651+82

" . /
~~

€Sy €S,

y por otro, tenemos que:

xs1 = O((Vl —|—V2) =ovy +ovy, €514 S,.
~— =~

€S, €S

En consecuencia, S1 + S, es subespacio vectorial. OJ

NOTA: dados dos subespacios vectoriales A, B C V, entonces ANB es el mayor subespacio
de V contenido en ambos subespacios. De igual manera, A + B es el menor subespacio de

\Y que contiene a ambos.

Consideremos el espacio vectorial R?, y sus subespacios: S1 = {(v1,v2,v3)': vi +va +
vz =0}y So ={(v1,v2,v3)': vi —v3 = 0}. Representados geométricamente S; y S, son
dos planos que pasan por el origen. La interseccién de ambos espacios se calcula
resolviendo el sistema:

vi+v,+v3=0,

V1 — V3 = 0

cuya solucién es v; = v3, v, = —2v3 (una recta). Por tanto, podemos escribir:
S$iNS, = {(Vg, —2V3,V3)t2 V3 € R} .

Como esta interseccién contiene més elementos que el vector cero, el espacio suma
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S1 + Sy no serd suma directa. Para calcular dicho espacio suma, observamos que
los elementos de S; son vectores (v1,vs,v3)' cuyas coordenadas cumplen que v; =

—Vy — v3; esto es lo mismo que escribir:
(v, v2,3)" = (—Vv2 — V3, v, v3)" = va(~1,1,0)" +v3(—1,0,1)*.
También, un elemento de S, podra ser descrito mediante:
(v, v5,v3)t = (v5,v5,vi)t =v;(0,1,0)" +v5(1,0,1)".
Entonces, calculamos el espacio suma mediante:

S1+S, = {s1+8,:8€85¢,8,€85,}
— {\)2(—1, 1/ O)t —|—V3(—1, Oll)t +\)£(0, 1/ O)t +\)§(1, Ozl)t: v21v3/vélvé € R}
= {(—va—vs+ Vi, Vo + V), vs+ Vi) vy, v3, v, V5 ER} L

Como puede observarse, no existe ninguna relacién entre las tres coordenadas de

los vectores en S; + S,; por ello, podemos escribir simplemente:

S1+8 = {((X,, BIY)t: o, B,y € R} =R’.
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