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Tema 4

Base y dimension

4.1. Conjuntos generadores. Conjuntos generados

Sean vi,Vv,,..., Vv, vectores del espacio vectorial V. Recordemos que la suma de la
forma

V1 + Vo + -+ - + XV,

donde oy, &y, ..., &, son escalares, se denomina combinacion lineal de v{,v,,...,v,. Este
concepto es esencial en la teoria de los espacios vectoriales y en él se apoyan numerosas

ideas. Comenzamos el tema dando la siguiente definicién:

El conjunto de todas las combinaciones lineales de vy, v, ..., Vv, se denomina con-

junto generado por vy, Vv, ..., Vv,. Lo denotaremos por Gen(vy,...,vy).

Consideremos los vectores (1,1,1)" y (1,1,0)* de R. El conjunto generado por di-

chos vectores viene dado por el conjunto de todas las combinaciones lineales de la



forma:

{«(1,1,1)*+B(LL0) " o, peR} = {(x+PB,ax+p ) B R}

= {(«/,a/,p"): &', B" € R} .

Ahora consideremos los vectores (—1,—1,2), (1,1,1)" y (1,1,0)*. El conjunto gene-

rado por estos vectores se describe por

{x(-1,-1,2)" + B(1,1,1)* +v(1,1,0)*: o, B,y € R}

={(—a+B+v,—ax+B+v,2x+B)": «B,vyeER}.

Sin embargo, si observamos la primera y la segunda coordenadas, vemos que éste

también puede ser descrito por:

{(a, 0/, ") : o/, B" € R} .

Ast: Gen((1,1,1)%(1,1,0)*) = Gen((-1,-1,2)%,(1,1,1)% (1,1,0)).

El siguiente resultado es esencial en temas posteriores.

Teorema

Sivy,..., v, son elementos de un espacio vectorial V, entonces Gen(vy, ..., vy) esun

subespacio de V.

Demostracion. Sea v = oyvy + - - - + &V, un elemento arbitrario de Gen(vy,...,v,) y A

cualquier escalar. Puesto que
AV =Alogvi+ -+ otqvn) = (A-og)vi+ -+ (A an)vn,

se deduce que Av € Gen(vy,...,v,).

Ahora consideremos v, w € Gen(vy,..., V), Vv=0Vi+ -+ XV YW = 1V +-- -+
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BnVn. Puesto que
Vv4+w= (o1 +P1)vi+ -+ (xn+ Pn)vn € Gen(vy,...,v,)

hemos probado que Gen(vy, ..., v, ) es un subespacio de V. O
Ademas, el teorema anterior motiva la siguiente definicién:

El conjunto {v;,..., vy} es un conjunto generador de V si cada vector de V puede

escribirse como una combinacién lineal de vy, ..., v,,.

Consideremos los siguientes vectores de R*: v; = (1,—1,2)%, v, = (=2,3,1) y v3 =
(—1,3,8)". Sea S el subespacio de R?® generado por v;,V,, v3. Como v = 3v; + 2v,,
cualquier combinacién lineal de vy, v, y v3 puede reducirse a una combinacién lineal

de vy y vy
0V1 + Vs + 03V = Vi + 0 Vy + o3(3vy + 2v;) = (1 + 3as) vy + (o + 205) v .

ASi, S = Gen(vl,v2,v3) = Gen(V1,V2).

Este ejemplo ilustra las siguientes proposiciones:

Proposicion

Si{vy,...,vn} genera un espacio vectorial V y uno de estos vectores puede escribirse
como combinacién lineal de los otros n — 1 vectores, entonces esos n — 1 vectores

generan V.

Demostracién. Supongamos que vy, puede escribirse como combinacién lineal de v, ..., vy _1:

Vi =0V1+ -+ Xpn1Vn—1.



Seav € V. Puesto que vy, ..., v, genera V podemos escribir

v = }\1‘)1 + -+ 7\n—1vn—1 + )\nvn
= 7\1\)1 +---+ }\n—lvn—l + )\n((xlvl +---+ (Xn—lvn—l)

= ()\1 + )\n(xl)vl + -+ (Anfl + }\ncxnfl)vnfl

y cualquier vector v € V puede escribirse como combinacién lineal de vy, ..., v, ie,,
V:Gen(vl,...,vn,l). O

Proposicion

Dados n vectores vy, ..., Vy, es posible escribir uno de los vectores como combina-
cion lineal de los otros n — 1 si y sélo si existen escalares cy, ..., ¢y, no todos cero,

tales que

civi+ -+ cavn =0.

Demostracién. Supongamos que uno de estos vectores, digamos v,,, puede escribirse como

combinacién lineal de los otros:
Vpo =0V + -+ Xp—1Vn_1-
Restando v,, a ambos lados de la ecuacion, obtenemos
o0V + -+ Xn—1Vn-1—Vn = 0.
Sihacemos ¢; = g, ..., Cn1 = tn_1,cn = —1, se deduce que

C1V1+"'—|—Cnvn20.

Inversamente, si

C1V1—|—"'+Cnvn20



y al menos uno de los c¢;’s, digamos c,,, es no nulo, entonces

O

En virtud de las propiedades anteriores podemos dar las siguientes definiciones (ya
conocidas):
Los vectores vy, ..., v, del espacio vectorial V se dicen linealmente independientes
si
C1v1 _|_ oo o _|— CTLvTL = 0 (4:1)
implica que todos los escalares cy, ..., ¢, son iguales a 0. Inversamente, los vectores
Vi, ..., vn del espacio vectorial V se denominan linealmente dependientes si existen

ciertos escalares cy, ..., ¢y, no todos nulos, tales que

CiV1+ -+ cnvn =0.

Obsérvese que la expresion (4.1) representa un sistema lineal homogéneo, que siempre

tiene solucion trivial. Los vectores seran linealmente independientes si dicha solucién es

Hnica.

El siguiente teorema se da sin demostracion.

Teorema

. Vn)

Sean v, ..., v, vectores de un espacio vectorial V. Un vector v de Gen(vy, ..
puede escribirse de manera tinica como combinacién lineal de v, ..., v, siy sélo si

Vi, ..., Vn son linealmente independientes.



4.2. Basesy dimension

Los vectores vy, ..., v, forman una base del espacio vectorial V si y s6lo si

1) vi,..., v, son linealmente independientes.

2) vi,..., Vv, generan V.

NOTA: es importante observar que las bases son conjuntos ordenados de vectores. Por

lo tanto denotaremos una base como B = (v, v,,...,v.).

La base candnica de R? es By = (e, e2) con e; = (1,0)' y e, = (0,1)*. Verifiquemos
que By es efectivamente una base.

Claramente, e; y e; son linealmente independientes, puesto que x;e; + oxe;, = 0
implica que oy = o, = 0.

Ademas todo vector v = (v1, ;)" de R? puede representarse como una combinacion

lineal de estos dos vectores de la forma
VvV =vie1 + Ve

asi R? = Gen(e;, e;). Por tanto, By = (e, e;) es una base de R?.
y

Veamos otras propiedades de los conjuntos generadores y de las bases de un espacio

vectorial.

Teorema

Si (vy,...,vn) es un conjunto generador de un espacio vectorial V, cualquier colec-

ciéon de m vectores de V con m > n es linealmente dependiente.

Como consecuencia, si (Vi,...,Vn) y (Ui,..., U, ) son bases de un espacio vectorial V,



entonces n = m. A la vista de este resultado, podemos referirnos al nimero de elementos

de cualquier base de un espacio vectorial dado V como la dimensién de dicho espacio

vectorial. Si existe un conjunto finito de vectores que genera V, diremos que V es de

dimensién finita. En caso contrario, diremos que V es de dimension infinita. En este curso

s6lo nos ocuparemos de espacios vectoriales de dimension finita.
Teorema

SiV es un espacio vectorial de dimensién finita n > 0:
» Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes genera V.

= Sin vectores generan V, son linealmente independientes.

Finalmente:
Proposicion
Sea B = (v4,...,vy) un conjunto ordenado de vectores de V (sobre K). Las siguientes

propiedades son equivalentes:
1. Besuna base de V.

2. B es un conjunto linealmente independiente maximal (es decir, si afiadimos cual-

quier vector al conjunto, éste deja de ser linealmente independiente).

3. B es un conjunto generador minimal de V (es decir, si eliminamos cualquier vec-

tor de B, éste deja de ser generador de V).

Veamos el caso de algunos espacios vectoriales muy utilizados. Es facil demostrar que:



Conocidos estos resultados, podremos determinar si un conjunto de vectores forma o
no una base en el correspondiente espacio vectorial, observando si su cardinalidad coinci-
de con la dimensién del espacio y, en tal caso, estudiando simplemente si son linealmente

independientes.

El espacio R® de dimension 3 es generado por los vectores linealmente independien-
tese; = (1,0,0)%, e, = (0,1,0)' y e3 = (0,0,1)*, los cuales forman la base canénica
By = (e, e;, e3) de R3.

El conjunto ordenado ((1,1,1)%,(1,1,0),(1,0,0)!) también es una base de R®. Para

probar esto, igualamos a cero una combinacién lineal arbitraria de todos ellos
X1 (1/ 1/ 1)t + OC2(1/ 1/ O)t + OC3(1/ O/ O)t - (0/ O/ O)t 7

que da lugar al sistema de ecuaciones

,

o4+ o+ a3 =0,

o+ =0, = x=0=0=0,

06120.
\

lo que demuestra que los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto,

forman una base de R5.




Teorema Fundamental del Algebra Lineal

Dada la matriz A € K™*™, los espacios fila y columna de A tienen la misma dimen-
sién y ésta es igual al rango de la matriz r = rg(A). Se pueden encontrar bases para
estos espacios entre las filas y columnas de la propia A. Los espacios nulos de A y

A' tienen dimensiones n — r y m — r respectivamente.

Espacio Vectorial Dimensién | Subespacio de
N(A), espacio nulo n—rg(A) K™
C(A), espacio columna rg(A) K™
C(A"Y), espacio fila rg(A) K™
N(A?Y), espacio nulo de A* | m —rg(A) K™

Para encontrar una base del espacio nulo de A, resolvemos el sistema Ax = O; si
aplicamos el método de Gauss, tendremos que reducir A a forma escalonada.

Para encontrar una base del espacio columna, la forma escalonada de A nos permi-
tird identificar las columnas que forman un sistema linealmente independiente (las que
corresponden a las variables pivote).

De igual modo, para encontrar una base del espacio fila, reducimos A a su forma es-

calonada; las filas no nulas corresponden a las que forman ’ (en la matriz A) ‘ un conjunto

linealmente independiente.

Para el caso del espacio nulo de A, podemos encontrar una base resolviendo el siste-
ma A'x = 0. Sin embargo hay una alternativa mas préctica: aplicar el método de Gauss a
la matriz ( A ] I ) para obtener la matriz equivalente (U ‘ J ). Las m —rg(A) tltimas filas
de J forman una base del espacio nulo de la traspuesta de A. Esto se debe a que al realizar
operaciones elementales sobre ( A | 1), la matriz J, invertible, refleja las operaciones que

se han realizado para obtener U, es decir, ] A = U. Al realizar este producto, obtenemos



que las ultimas m — rg(A) filas de A son vectores fila 0; es decir, las tltimas m — rg(A)
filas de J, multiplicadas por A, producen el vector fila 0 y, por ello, forman una base del

espacio nulo de A*. Vedmoslo con un ejemplo:

Sea la matriz

A=10 1 4 -1
6 11 10 11

Vamos a determinar sus cuatro espacios vectoriales asociados.

1) Espacio Nulo: N(A) = {v € R*: Av = 0}. La condicién A v = 0 se transforma

en:

A%

3 5 3 6 0
V2

0 1 4 -1 = 0 ’
V3

6 11 10 11 0
V4

que representa un sistema lineal con tres ecuaciones y cuatro incognitas vy, v,,

V3 ¥ V4. Si obtenemos una forma escalonada de la matriz, resulta:

353 6 3] 53 6
A=]01 4 -1 0[1] 4 —1

014 -1 0 00 O

Se tiene que v; y v, serdn variables pivote y v; y v4 los pardmetros. Por tanto el

espacio nulo serd

17 11
N(A) = {v = (v1, Vo, V3, V)t € R vy = ?Ve, — ?v4, vy = —4v; +v4}
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2)

3)

y una base vendra dada por
B =((17,-12,3,0)%,(-11,3,0,3)").
Obsérvese que de este resultado también se deduce que el rango de A es 2.
Espacio columna:
C(A) = {ve R’ v=aA1 + 1A + a3A;5 + 14Ay, a; € R}

es el conjunto de vectores que son combinacién lineal de las columnas A; de
la matriz A. Para determinar una base, podemos reducir la matriz A a forma

escalonada (como hicimos antes):

oy
3 5 3 6 53 6
0 1 4 -1 = 0 4 —1
6 11 10 11 0O 0 0 O

Las variables pivote se corresponden con las columnas 1 y 2,

por tanto, una base del espacio columna estard formada por las

correspondientes columnas de la matriz A

B=((3,06)(51,11)") .
La dimensién del espacio columna es, obviamente, 2.

Espacio fila: C(A") es generado por dos filas de la matriz A, las que correspon-
den a las filas no nulas en la forma escalonada obtenida o, equivalentemente,

las que contienen los coeficientes de las variables pivote en la forma escalona-

da:
3 5 3 6 53] 53 6
0 1 4 -1 |=| -0/[1] 4 1
6 11 10 11 0 00 O
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4)

Asi C(AY) = {veR:v="0(3536)" +b(0,1,4,—1)!,by, b, € R}. La di-

mension del espacio fila es también 2.

Espacio nulo de la traspuesta: N(A') es el conjunto de vectores de la forma

v = (v1,V,,v3)" que satisfacen A*v = 0 6 también

3 5 3 6
(V11V21V3) 0 1 4 -1 - (0/ O/ O/ 0) 0
6 11 10 11

Si escribimos la matriz aumentada del sistema lineal A*v = 0 y hallamos su

forma escalonada, resulta:

3 0 610 3060
5 1 110 B 0 3 3|0
3 4 10|0 - 0 0 00
6 —1 110 0 0 0|0
Por tanto:
N(AY) = {v=(vi,vo,v3)" 1 vi = —2v3,v, = —v3}

= {(veR:v=v3(—2,-1,1),v; eR}.
Obviamente, la dimensién del espacio nulo de la traspuesta es 3 —2 = 1.

Una manera alternativa para obtener el espacio nulo de la traspuesta simulta-

neamente a los otros espacios | (con menos célculos) | consiste en escribir

3 5 3 6100
AD=0 1 4 —1]/0 1 0

6 11 10 11|0 0 1

12



y reducirla a forma escalonada:

353 6|10 0
wp=1o0o1 4 -1/0 1 o0
000 02 1 —1

La dltima fila de ], (2,1, —1)* proporciona una base del espacio nulo de la tras-

puesta, como ya sabiamos.

4.2.1. Coordenadas

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre K y sea B = (v4, ..., v, ) una base de

V. El siguiente teorema es clave en muchos de los resultados que veremos en el curso:

Teorema de representacién inica

Sea B = (by,...,by) una base del espacio vectorial V. Todo vector v € V se puede

expresar | de forma tinica | como combinacién lineal de los vectores de B:

V:V1b1+"'+\)nbn.

Como establece el teorema de representacion tnica, si v € V, podremos escribir v de

la forma

v:V1b1+"'+annr

donde vy,...,v, son escalares (¢ K). Asi, podemos asociar a cada vector v € V un

vector tinico con respecto a la base B | [vlg € K™ dado por [v]g = (v, ...,vn)". Este vector

se denomina vector de coordenadas de v | con respecto a la base B. | Nos referiremos a los

escalares vi (i=1,...,n) como coordenadas de v en K™ con respecto a B.

NOTA: es importante darse cuenta de que solamente en el espacio vectorial R™ con la base
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candnica By se cumple que

V= [v]BO = BO[v]BO = (ell eZ/"-/en) [v]BQ .

En un espacio vectorial V de dimensién n con una base arbitraria B no se puede identificar
el vector v con el vector de sus coordenadas [v]g € K™ en dicha base. El siguiente ejemplo

ilustra esta idea.

Consideremos el espacio vectorial P;. Es sencillo demostrar que B = (1,x) es una
base de este espacio. Cualquier polinomio p(x) = ag + a;x puede representarse

mediante el vector de coordenadas con respecto a la base B:

['P] B — .

a;

Obsérvese que p # [plg; p es un polinomio y [pls es un vector de R?: el segundo es

una util representacion del primero.

Sea un espacio vectorial V de dimensién n. En él definimos unabase B = (by, b,,..., by,).

Dado un vector cualquiera a € V, existe una tinica combinacién lineal
a=aqab;+aby+---+a,b,,

que define las coordenadas [alg = (a3, ay, ..., ay)" de a en la base B. Podemos recuperar

el vector original escribiéndolo en forma de producto matricial:

a;

as
a=2B [a]B — (blleI---/bn) [a]B - (blleI---/bn)

an

14



Notese que, aunque definimos en el Tema 1 que las entradas de las matrices eran escala-
res, en la formula anterior los elementos del vector fila (bq, b,,..., b, ) no son escalares,
sino vectores (tal y como indica la negrita). Obsérvese que la regla del producto sigue

siendo la misma; aunque el resultado es un vector, no un escalar.

4.3. Cambio de base

En el espacio vectorial R™ existe una base canénica natural que viene dada por
By = (e, €...,en) = ((1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0)...,(0,0,0,...,0,1)") .

Sin embargo, en muchas ocasiones es més eficiente trabajar en otras bases en R™. En otros
espacios vectoriales no existe una base canénica natural y, en muchos célculos practicos,

es conveniente elegir una base adecuada para realizarlos.

Es importante recordar que un vector v € V es un objeto abstracto que existe sin
necesidad de establecer una base para el espacio vectorial V. Al fijar una base B en V
podemos obtener las coordenadas de v con respecto a dicha base [v];. Estas coordenadas
dependen obviamente de la base escogida: si elegimos otra base B’, las coordenadas del

vector v seran [V y, en general, serdn diferentes de [v];.

Sea el espacio vectorial V formado por los polinomios p(x) con coeficientes reales

de grado menor que 5 y que s6lo contienen potencias pares de x:
V={p:R>R|p(x)=ay+ax’+ ax*, aya,a €R}.

Sea ahora el polinomio p dado por la expresién p(x) = x* — 2x?. La grafica de este
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polinomio estd representada en la figura 4.1. Una base posible de V es la siguiente

Bl - (p1/p2/p3) = (1,X2,X4) 0

y las coordenadas de p en esta base son obviamente
[p]Bl - (O/ _2/ 1)t ’

ya que

0

p(x) = (p1,P2,P3) Ple, = (P1, P2 pP3) | —2 | = —2p2 +1ps =x* —2x°.

1

Otra base posible de V es la siguiente
By =(q1,4d2,93) = (Lx¥* —1,(x* — 1))
y las coordenadas de p en esta base son (después de un poco de édlgebra)
[ple, = (-1,0,1)",

ya que

—1
p(x) = (91,92, q3) [ple, = (91, 92, 93) 0 | =—q1+qs =x*—2x2.
1

Como se puede observar, el polinomio p no depende de la base elegida para repre-

sentarlo (en otras palabras, la grafica de p(x) no depende de la base). Sin embargo,

las coordenadas de dicho polinomio si dependen de la base elegida.

16



Figura 4.1: Gréfica del polinomio p(x) = x* — 2x2.

Vamos a estudiar como varian las coordenadas de un vector v € V respecto a una base

B cuando usamos una nueva base B'. Para ello definimos primero la matriz de cambio de

base Tgp . La definicién de esta matriz no es universal, ya que en algunos libros se usa,

envezde T = Tgg/, suinversa T~ 1.

Sea un espacio vectorial V de dimensién n. En él definimos dos bases distintas
B = (by,by,...,b,) y B’ = (b{,b],...,b; ). La matriz de cambio de base Tgp’ (de

dimensién n x n) se define mediante la ecuacion
B/:BTBB/ = (b{, é,,b;l) = (bl,bQ,...,bn)TBB/. (42)

En otras palabras, la columna i-ésima T; de la matriz T = Tgg contiene las coordena-
das del vector b dela “nueva” base B’ respecto de la base “antigua” B: T; = [b{]s.
De otra manera:

Tes = ([bils, [bi]g, ..., [b]]) .

La matriz Tgp/ se denotara simplemente por T cuando las bases B y B’ estén bien

definidas en el contexto del problema.

17



La matriz de cambio de base Tgg/ es una matriz no singular (det(Tgg’) # 0), ya que

sus columnas son linealmente independientes.

Supongamos que queremos usar la base B = (u;,u,) de R?, donde las coordenadas

de los vectores 1y, u,, respecto de la base canénica By = (e, ;) de R?, son
U = (3,2)t, U = (1,1)t

La matriz asociada al cambio de base By — B; viene dada por la férmula (4.2): cada
columna contiene las coordenadas del vector correspondiente de la base B; en la

base B

31
(u,up) = (e, ex) Ty, = (€1, €7)
21

Si desarrollamos esta ecuacion, vemos que es equivalente a:

w = 3e;+2e;,

U = e;+e;,

tal y como ya sabiamos.

Sea el espacio vectorial P; de los polinomios de grado < 1 con coeficientes reales.
Tenemos la base de este espacio

B = (1/ X)
y queremos expresar los polinomios de IP; en funcién de la base
Bz = (1 —|—X,1—X),

donde la demostracién de que B, es efectivamente una base de P; de deja como

18



ejercicio.

La matriz asociada al cambio de base B; — B, viene dada por la férmula (4.2):

1 1
(14+x,1—x)=(1,%x) Tg,s, = (1,x)
1 —1

Si desarrollamos esta ecuacién, vemos que es equivalente a las tautologias

1+x = 14+x

tal y como debe ser.

Si tenemos un vector x € V en un espacio vectorial V de dimensién n y calculamos

t

sus coordenadas [x]g = (x1,...,xn) v [X]gr = (x{,...,x},)" respecto a dos bases distintas

B =(by,...,bn) yB' = (bg,...,b],) de V y que estdn relacionadas mediante la matriz de

cambio de base Tgg/, entonces:
x = Blxlg=(by,by...,by) [Xls
= B’[x]lg: = (b, b),...,b)) [x]p.
Dado que (b, bj,..., b)) = (by, by, ..., by) Tgp,, entonces
(by,by,...,b,) [x]Ig = (b}, b),..., bl ) [x]g: = (b1, by,...,b,) Tgp [X]p/ .

De esta ecuacion se ve como se transforman las coordenadas del vector x al cambiar de
base B — B’:

[x]g = Tgp [X]p/.
Aunque la férmula fundamental es (4.2), que define la matriz de cambio de base B — B/,

esta tltima férmula nos dice como se transforman las coordenadas de cualquier vector

19



x € V bajo dicho cambio de base. Si queremos escribir las coordenadas del vector x en la
base “nueva” B’ en funcién de sus coordenadas en la base “antigua” B, basta con multi-

plicar (por la izquierda) la ecuacion anterior por Ty .:
x]g = Tgé/ x]g .

Notese que la matriz Tz, define el cambio de base (4.2), pero su inversa TB_é, es la que

define el cambio de coordenadas.

Supongamos que queremos cambiar de la base canénica By = (e, e;) de R? a una
nueva base B = (by, b,) donde las coordenadas de los vectores by, b, respecto a By
son

bl = (312)t1 bZ = (111)t .

La matriz de cambio de base asociada a By — B; es, como ya vimos,

31
TgoB, =
2 1
Esta matriz es no singular y su inversa es
1 -1
TgolBl =
-2 3

Si tenemos el vector x = (2,—1)* en la base candnica By, sus coordenadas en la nueva

base B seran
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Notese que

x = (by, by) [x]g = (b1, by) =2e;—e; = (e, e) = (e, e2) [X]g, -

Sea el espacio vectorial P; de los polinomios de grado < 1 con coeficientes reales.
Queremos hacer el cambio de base desde la base By = (1,x) a la nueva base B, =
(14+x,1—x).

La matriz de cambio de base Tg,s, viene dada por

TBle =

Su inversa es
_ 1|1 1
T1311132 = 2
1 -1
Si tenemos el polinomio p(x) = 2 — 3x € Pj, sus coordenadas en la base B; son
obviamente [plg, = (2,—3)". Sus coordenadas en la base B, vendran dadas por:
1 1 2 1 —1

1
[ple, = Tg_lle [ple, = 5 =iy
1 -1 -3

La comprobacién de este resultado es trivial:

p(x) =(1+x,1—x)[pls, = (l—l—x,l—x)% =2—3x = (1,x) [plg, -

Hay dos propiedades importantes que cumplen las matrices de cambio de base

1. Supongamos que hacemos el cambio de base B — B’, lo que define la matriz de
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cambio de base Tgg'. Si hiciésemos el cambio de base inverso B’ — B, entonces la

matriz de este cambio de base es simplemente

—1
TB/B — TBB/ .

Este resultado se obtiene de (4.2) multiplicando por la derecha por la matriz Tg3,

(que siempre existe ya que Tgg’ es no singular). Esto implica que
Xlg = Tgg: [XIg = Tprp X] -

. Supongamos que hacemos dos cambios sucesivos de base. Primero vamos de la base

B =(by,...,by)alabase B’ = (by,...,b; ) con la matriz de cambio de base Tgp:
(by,...,b/)=(by,...,by) Tgp.

Después cambiamos de la base B’ a otra base B” = (b{, ..., b//) con la matriz Tg/g»:
(by,...,b)=(by,..., b, ) Tgpn.

Evidentemente podemos hacer este cambio de base en un solo paso B — B”. La

matriz de cambio de base Tgg~ vendria dada por:
(b{/’ v lbg) = (b{/ .. ,b;) TB’B” = (bll s /bn) TBB’ TB’B” .

Es decir,

(Tesr = Tee' Tersr - |
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Sea el espacio vectorial IP; de los polinomios de grado < 1 con coeficientes reales.
Queremos hacer el cambio de base desde la base By = (1,x) a la nueva base B, =
(14+x,1—x).

La matriz de cambio de base Tg, s, y su inversa vienen dadas por

1 1 » 1 (1 1
TBle = ’ TBlBZ = TBZBl = E
1 —1

Sea ahora una nueva base B; = (1+2x,1—2x). Para calcular la matriz Tg,5, debemos
calcular las coordenadas de 1 & 2x en la base B,. Para ello hay que resolver los

sistemas de ecuaciones lineales

x+p=1,
1+2x = a(l+x)+pB(1—x%x)=(x+B)+x(x—p) =
x—pB =
= ‘x:g/ B:_%/
x+p=1,
1—-2x = oa(1+x)+p1—x)=(x+B)+x(x—p) =
x—p=-2.

Luego la matriz de cambio de base Tg, 5, y su inversa vienen dadas por

1 3 —1 B 1 31
TBng, - E s TleB3 = TBSBZ = Z

=13 13

Ya hemos visto que el vector p(x) = 2—3x € P; tiene coordenadas [plg, = (2, —3)" en

la base B; y coordenadas (—1/2,5/2)" en B,. Sus coordenadas en la base B; vendran
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dadas por:

[p]33 = TBng [p]Bz = Z — = =
1 3

Por supuesto este resultado es el correcto:

1
p(x):(1+2x,1—2x)[p]33:(1—|—2x,1—2x)%1 =2—3x.
7

Si queremos hacer el cambio de base B; — Bj directamente, basta calcular

1 1 1
TB1B3 - TBle TBng = 1 1 E - 7

que es el resultado esperado, ya que las columnas de Tg, 5, contienen las coordena-

das de los vectores de B; en la base B;. La inversa de esta matriz es

_ 12 1
TBllB3 = TB3Bl =7

S

2 -1

Las coordenadas de p en la base B; vienen dadas por

1
[ple, = Te.B, [PlB, = 1

2 -1

La comprobacién es simple:

1 1
‘p(x)=(1—|—2x,1—2x)[p]33=(1—|-2x,1—2x)1 =2—3x.
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4.3.1. Cambio de coordenadas usando la base candnica

Frecuentemente, una de las bases del espacio vectorial con las que trabajamos es la
canonica, By. En este caso, la matriz de cambio de base Tg g, a otra base B; es particular-
mente sencilla, como hemos visto. En cambio, si trabajamos con bases arbitrarias By y B,
el calculo de las coordenadas de los vectores de una base con respecto a la otra puede ser
engorroso. Una alternativa habitual consiste en lo siguiente. Dada la base B;, podemos
calcular la matriz de cambio de base T g, de By a B;. De igual manera, dada la base B,,
podemos hallar su correspondiente matriz de cambio de base Tg g, de By a B,. La idea
consiste en, en vez de hacer directamente el cambio de base B; — B,, hacer el cambio de

base pasando por la base canénica By: By — By — B,. Entonces

_ . e |
Te,8, = T8y IBoB, = Tg B, IBoB,/

de manera que ahora sélo tenemos que trabajar con las matrices Tg g, y Tg,B, cuya ob-
tencién es sencilla. El precio a pagar es que hay que invertir una de ellas y efectuar una

multiplicacién entre dos matrices.
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