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Tema 12

Geometria de las transformaciones

lineales en R

12.1. Matrices y transformaciones ortogonales reales

Por lo aprendido en temas anteriores, sabemos que, ademds de a vectores y a subes-
pacios vectoriales, el término “ortogonal” se aplica a ciertas matrices A € R™*™: las que
verifican A* A = I,,. En este tema vamos a ver que podemos aplicarlo también a ciertas
transformaciones lineales, siempre relacionado con algtin producto interno, y también a
cémo se relaciona, en estos casos, con el concepto geométrico de ortogonalidad.

Comenzamos introduciendo algunos resultados.

Teorema

Sea A una matriz m x n con columnas ortonormales y sean v y w elementos de R™.

Entonces:
1) [[Av]| = [v].

2) (Av,Aw) = (v,w).




3) (Av,Aw) =0siysoélosi(v,w)=0.

Las propiedades 1) y 3) dicen que la transformacién lineal asociada a A, v — Av,
conserva la longitud y la ortogonalidad; ademés, la propiedad 2) garantiza que también

se conserva el dngulo.
Veamos ahora qué significado e implicaciones tiene la ortogonalidad en las transfor-
maciones lineales.

Una transformacion lineal T de U en V se dice que es ortogonal si preserva el pro-

ducto interno de los vectores; es decir, para todo u;, u,; € U se cumple que

(T(w), T(uz)) = (ug, uz).

Proposicion

SiT:U — V es ortogonal entonces preserva la longitud de los vectores:

|T(w)| = |lul|, paratodou € U.

En consecuencia, a menudo se denomina a las transformaciones ortogonales isome-

trias.

El siguiente resultado es fundamental para entender una propiedad importante de las
transformaciones lineales ortogonales.

Proposicién

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno sobre R, toda

isometria lineal T: V — V es un isomorfismo.

De aqui resulta que T transforma cualquier base de V en otra base de V; como ademas

preserva la longitud y el dngulo, es claro que:



Proposicion

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno sobre R y
el isomorfismo T : V — V es ortogonal (isometria), entonces T transforma bases

ortonormales en bases ortonormales.

Ademds, las matrices ortogonales estdn intimamente relacionadas con las transforma-

ciones ortogonales.

Proposicién

Una transformacion lineal T: V. — V es ortogonal si y sélo si las columnas de la
matriz At que representa a T, relativa a cualquier base ortogonal, forman una base

ortonormal de V.

Proposicion

Sea At una matriz cuadrada que representa una transformacién lineal ortogonal

T: V =V, entonces det(Ar) = £1 y los valores propios de A satisfacen |A;| = 1.

Otras propiedades interesantes que comparten las matrices ortogonales y las transfor-

maciones lineales que representan son las siguientes:

= El producto de dos matrices ortogonales es ortogonal. Equivalentemente, la

composicion de dos transformaciones ortogonales es ortogonal.

= Lainversa de una matriz ortogonal es ortogonal; equivalentemente, la inversa

de una transformacion ortogonal es una transformacién ortogonal.




Consideremos en R? la transformacion que consiste en rotar los vectores un dngulo
T : n : : n
de 5 en sentido contrario a las agujas del reloj. Sabemos que podemos construir una

matriz asociada a T, respecto a la base canénica, de la forma:

0 —1
At = (T(e1), T(er)) =
1 0

Obviamente, esta matriz es ortogonal (podemos comprobarlo verificando que
A'A =1 o también observando que estd formada por columnas ortonormales). La
transformacién T también es ortogonal, pues obviamente conserva la longitud de
los vectores (basta comprobar que ||v|| = ||At V|| para un vector arbitrario v).
Ademas, T es invertible y su inversa es la transformacién S que rota los vectores de
R? un angulo de 72—t en sentido horario. En este caso:

01
As = (S(e1),S(e2)) =

-1 0
Es inmediato comprobar que
ATl =As
y también que
AL =AT
Obsérvese que esta sencilla matriz no es diagonalizable en R ya que sus valores

propios A = £i no pertenecen a este conjunto de escalares. La situacién cambia si

consideramos el cuerpo C.




12.2. Geometria de las aplicaciones lineales

f1(x):e"
8-7-6-5-4-3-2-10 1 23 4 5 6 7 8 -8 -7 —6 -5 —4 — 5 6 7 8
5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 5 4 — 5
f3(x) = 2x
8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 8 -7 —6 —5 —4 — 5 6 7 8
A
5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 5-4-3-2-10 1 2 3 4 5

Figura 12.1: Transformaciones lineales y no lineales

Los graficos de la figura 12.1 muestran aplicaciones de R en R; dos de ellas, f;(x) = e*
y f2(x) = x2, no son lineales y se puede ver que distorsionan el dominio cuando lo trans-
forman en la imagen. Por otro lado, f3(x) = 2x y fi4(x) = —2x son aplicaciones lineales
y claramente expanden el dominio de manera uniforme, multiplicando siempre por el
mismo factor.

Las tnicas aplicaciones lineales de R en R son multiplicaciones por escalares, pero en

dimensiones mayores existe una variedad mayor de situaciones. Por ejemplo, la transfor-



macion lineal de R? en R? definida por:

X1 cos(0) sen(0) X1

Xo —sen(0) cos(0) X

rota los vectores en sentido antihorario un dngulo 0.

En las siguientes secciones vamos a ver algunas transformaciones lineales de gran
importancia geométrica. Aunque pueden ser generalizadas a otros espacios con produc-
to interno, nos centraremos en los espacios R? y R? con el producto escalar habitual, y

analizaremos cudles de ellas son transformaciones ortogonales.

12.2.1. Reflexiones

Una reflexién es una transformacion lineal T de un espacio vectorial V en si mismo,
en el que existe un hiperplano de puntos fijos, es decir, de puntos cuyas imagenes

por T coinciden con ellos mismos; tal conjunto se denomina hiperplano de reflexién

(o bien eje de reflexién si V tiene dimensién 2 6 plano de reflexién en dimensién 3).

Intuitivamente, podemos visualizar la imagen de un vector por una reflexion median-

te su imagen especular en el hiperplano de reflexion.

Veamos algunas reflexiones sencillas, donde todas las coordenadas se refieren a las

bases candnicas:



Reflexién respecto al eje X en

Esta reflexion transforma el vector de R? con coordenadas (x,y)! en el vector
(x,—y)*. Todos los puntos del eje X son puntos fijos. La matriz asociada a esta trans-

formacion lineal viene dada por At = (T(e;), T(ez)). Claramente,

1 O
AT =
0 —1
(x,y)*
v :
T(v)
(;(7 _U)t

Reflexién respecto al eje Y en

Esta reflexion transforma el vector de R? con coordenadas (x,y)t en el (—x,y)*. Los
puntos fijos son los del eje Y. La matriz asociada a esta transformacion lineal en esta

situacién es
-1 0

01




Reflexién respecto a la bisectriz en

Esta reflexion transforma el vector de R? con coordenadas (x,y)* en el vector (y, x)t,

por lo que los puntos fijos son los de la recta y = x. La matriz asociada es

Reflexion respecto al origen en

Esta reflexién transforma el vector de R? con coordenadas (x,y)! en el vector
(—x,—y)*%; de manera que el conjunto de puntos fijos s6lo contiene al origen. La

matriz asociada es
-1 0
AT =
0 —1




Reflexién respecto al plano XY en

Los vectores “sobre” el plano XY se “mueven” al semiespacio bajo dicho plano y

viceversa, cambiando el signo de la coordenada z. La matriz asociada es

1 0 O
Ar=|1 01 0

00 —1

Reflexion respecto al plano YZ en

Con un razonamiento semejante, se deduce que la matriz asociada es

-1 00
At = 010
0 01

Reflexion respecto al plano XZ en

Por ultimo, la matriz asociada a esta transformacién es

1 00
Ar=10 -1 0

0 01

Puede comprobarse facilmente que todas las matrices anteriores representan transfor-

maciones lineales ortogonales. Vedmoslo con una de ellas:



Consideremos la transformacion lineal dada por la reflexién respecto al plano XY en
R3, con el producto escalar usual.

. . t t . z
Sean dos vectores arbitrarios u = (uy,up, u3)” y v = (v1,v,,Vv3)", con imagenes res-
pectivas

T(u) = (ug,uy, —U-3)t , T) = (v, v, —Va)t .

Tenemos que
(T(w), TV)) =wvi +upvs + (—uz)(—vs) = wvi +Upvo + ugvs = (u,v),

por lo que es una transformacién ortogonal.

Alternativamente, podemos observar que la matriz A (respecto a la base ortonor-
mal candnica) es ortogonal, ya que tiene columnas ortonormales y también porque

verifica que AL Ay = I5.

12.2.2. Contracciones y dilataciones

Estas transformaciones corresponden a multiplicaciones por escalares de la forma:

T(x) = cx donde c es un escalar no negativo. La transformacién se denomina contrac-

ciénsi 0 < ¢ < 1y dilatacién sic > 1.

Contracciones y dilataciones en y

Obviamente, las coordenadas de un vector (x,y)* de R? se transforman en (cx, cy)".

Asi, la matriz asociada a esta transformacioén lineal viene dada por:

c 0
AT =
0 c

10



Anélogamente, en R® la matriz asociada a la dilatacién/contraccion es:

c 00
Ar=10 ¢ 0

0 0 ¢

Es evidente que, para c # 1, las contracciones no son transformaciones ortogonales.

Consideremos la transformacién lineal T dada por una dilataciéon por un factor ¢ # 1

en R? con el producto escalar usual. Consideremos dos vectores arbitrarios
t t
u = (ulluZ) 7 V= (V11V2) ’
cuyas imagenes respectivas son
T(u) = (cu,cw)',  T(W) = (cvi,ev)'.
Tenemos que
(T(u), T(v)) = Fwvs + upvy = c*(Wrvy + Wava) # Wvy + wvs = (U, v),

por lo que no es una transformacién ortogonal.

12.2.3. Rotaciones

Rotacién en sentido antihorario en (respecto al origen)

Dado un vector v de coordenadas (v;,v2)" y dada la transformacién lineal T que rota

el espacio en sentido antihorario un angulo 0, la matriz asociada esta caracterizada

11



por T(e1) = (cos(0),sen(0))' y T(e,) = (—sen(0), cos(0))*; asi:

A= cos(B) —sen(0)

sen(0) cos(0)

Rotacion en sentido antihorario respecto al eje X en

Es sencillo observar que la matriz asociada viene dada por:

1 0 0
Ar=1] 0 cos(8) —sen(0)

0 sen(0) cos(0)

Rotacién en sentido antihorario respecto al eje Y en

Del mismo modo, la matriz asociada viene dada por:

cos(0) 0 sen(0)
At = 0 1 0

—sen(0) 0 cos(9)

Rotacién en sentido antihorario respecto al eje Z en

Finalmente, la matriz asociada en este caso viene dada por:

cos(0) —sen(0) 0
At =| sen(0) cos(®) 0O

0 1

Las rotaciones en el espacio R™ con el producto escalar usual son transformaciones

lineales ortogonales (preservan dicho producto escalar).

12



Consideremos la transformacién lineal dada por la rotacién en sentido horario en
R?, con el producto escalar usual, un dngulo 6. Las imagenes de los vectores u =

(ul/uZ)t YV = (vlle)t son:

T(u) = (u3cos(0) —uysen(0),1usen(0) + u, cos(0))t,

T(v) = (vicos(0) —v,sen(0),v;sen(0) +v,cos(0))".

Tenemos que

(T(u), T(v)) = (ugcos(0) —uysen(0))(vycos(0) —vysen(0))
+(uw; sen(0) + uy cos(0))(vy sen(0) + v, cos(0))
= wyv; cos?(8) + uyv, sen?(0) + uyvy sen?(0) + upv, cos?(0)

= wywv +wv, = (W,v),

por lo que es una transformacion ortogonal.

Se deja como ejercicio comprobar que la rotacién dada preserva la longitud de los

vectores.

12.2.4. Proyecciones ortogonales

En el Tema 11 introdujimos un tipo especial de transformaciones lineales, los proyec-
tores ortogonales, y estudiamos algunas de sus propiedades. En esta seccién vamos a ver

algunos ejemplos de proyecciones ortogonales en los espacios R? y R®.

13



Proyeccién sobre el eje X en

Esta proyeccion transforma cada vector de R? con coordenadas (x,y)* en el vector

(x,0)*. La matriz asociada a esta transformacion lineal viene dada por:

10
A =
00
(x,y)*
T (%0

Proyeccién sobre el eje Y en

Esta proyeccion transforma cada vector de R? con coordenadas (x,y)* en el vector

(0,y)* y tiene por matriz asociada

00
AT =
01
(x,y)"*
v M
T(v)
(Xa_y)t

14



Proyeccién sobre el eje X en

Esta proyeccion transforma el vector de R* con coordenadas (x,y,z)* en el vector

(x,0,0)t. La matriz asociada sera

Proyeccién sobre el eje Y en

Del mismo modo, esta proyeccion transforma el vector de R* con coordenadas
(x,y,2)* en el vector (0,y,0)*. Ahora, la matriz asociada a la transformacion lineal

sera:
000

Ar=1 010
000

Proyeccién sobre el eje Z en

Por dltimo, esta proyeccion transforma el vector de R con coordenadas (x,y,z)! en

el vector (0,0,z)" y tendrd por matriz asociada:

000
Ar=1000
0 01

15



Proyeccién sobre el plano XY en

Es claro que esta proyeccion sobre el plano transforma el vector de R? con coordena-
das (x,y,z)t en el vector (x,y,0)*. Por tanto, la matriz asociada a esta transformacion

lineal sera:
1 00

Ar=1010
000

Proyeccion sobre el plano XZ en

Ahora la proyecciéon transforma cada vector de R3 con coordenadas (x,y,z)" en el

vector (x,0,z)*. Su matriz asociada vendra dada por:

100
Ar=1000
0 01

Proyeccion sobre el plano YZ en

Esta proyeccion transforma cada vector de R? con coordenadas (x,y, z)* en el vector

(0,y,z)*. La matriz asociada a esta transformacién lineal sera:

000
Ar=|1 010
0 01

Es inmediato comprobar que todas las transformaciones descritas verifican las condi-

ciones de proyeccién ortogonal y que las correspondientes matrices que las representan

son idempotentes. No obstante, las proyecciones ortogonales no son transformaciones linea-

16



les ortogonales, es decir, no son isometrias, como ilustra el siguiente ejemplo.

Consideremos en R?, con el producto escalar usual, la proyeccion ortogonal T que
proyecta ortogonalmente sobre el plano XY. T transforma los vectores u; = (1,1,1)*
yu, = (0,0,1)" enlos vectores T(u;) = (1,1,0)" y T(u,) = (0,0,0)*, respectivamente.

Es inmediato comprobar que T no es ortogonal pues no se verifica la definicién:
<T(U1),T(UZ)> =0 7é 1= <u1/u2> °

Alternativamente, también podriamos haber observado que T no preserva la longi-
tud:
Tl = V2 # V3 = |-

Otras opciones para probar que no es transformacién ortogonal serian calcular el
determinante de At (que vale 0) u observar que las columnas de At no forman una

base ortonormal de R3.
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