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Hoja 11

El teorema espectral en R

Problema 11.1 Sea la matriz
0 01

A=100 0
1 00

1. Justificar que A es ortogonalmente diagonalizable.
2. Calcular los valores propios de A y sus multiplicidades algebraicas.

3. Hallar los correspondientes espacios propios. Determinar la multiplicidad geomé-

trica de estos valores propios.

3
4. Hallar la descomposicién espectral de A, es decir, escribir A = Z A;, con A; =
i=1

Aiv; v, siendo A; los valores propios de A y v; los vectores propios apropiados.

5. Hallar una matriz diagonal D semejante a A y una matriz P tales que A = P D P".



Problema 11.2 Hallar una diagonalizacién ortogonal de la matriz

-2 -1 0 2
-1 -2 0 2
A =
0 0 -3 O
2 =2 0 1

Problema 11.3 Calcular la descomposicién espectral de la matriz del Problema 11.2.

Problema 11.4 Consideremos la matriz

1 -1 0
A=| -1 2 -1
0 -1 1

1. Calcular los valores propios de A y sus multiplicidades algebraicas.

2. Hallar los correspondientes espacios propios. Determinar la multiplicidad geomé-

trica de estos valores propios.

3. Verificar que los vectores propios asociados a los valores propios forman una base

ortogonal de R°.
4. Hallar la descomposicion espectral de A.
5. Hallar una matriz diagonal D semejante a A y una matriz P tales que A=PD P~ L.

6. Hallar una matriz diagonal Dy semejante a A y una matriz Py tales que A!® =

Po Do P, !, determinar los valores propios de A y hallar A°.
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Soluciones

Problema 11.1 Es fécil ver que
1. A es simétrica y de entradas reales.
2. 0(A)={0,1,-1}, mg(A;) =1parai=1,2,3.

3. N(A)=Gen((0,1,0)'); N(A—-I)=Gen((1,0,1)'); N(A+I)=Gen((1,0,—1)%);
my(Ai) =1parai=1,2,3.

4. Las matrices son:

000 1 0 1
1
A = 0l 01 0 | =03x3, Azzi 000/,
000 1 01
1 0 —1 -1 0 1

1 1

= —1— — —
As ( )2 00 O 5 00 O
-1 0 1 1 0 —1



5. Por ejemplo:

00 O

0 0 -1

Problema 11.2 Podemos escribir las matrices como:

3 0 00

I I L1
0 030 V6
0 0 03

Problema 11.3 Se tiene:

1100
111100 1
A:—3§ —35
0 00O
00O0O0
00O0O
0 00O
-3 +3
0010
0 00O

Problema 11.4 Se tienen los siguientes resultados:
1. o(A) ={0,1,3}, mgq(A;) =1parai=1,2,3.

2. N(A) =Gen((1,1,1)') = Gen (wy);
N(A —1I) =Gen ((1,0,—1)') = Gen (w,);
N(A —=3I) = Gen ((1,—2,1)') = Gen (w3);

my(Ay) =1parai=1,2,3.

01
! V2 0
2
01
V3 V2
V3 —V2
0 0
0 —V2
1 -1 0
~1 10
0 00
~1 10
1 -1
1 1
61 o o
2 -2

o o o o




3. Es trivial ver que (w1, w,) = (Wy, W3) = (Wp, w3) = 0.

4. A:A1+A2+A3C01’1

111
A = 0z 1 1 1 | =053,
1 1 1
1 0 —1
A - L
2 = 5 Oo0 01,
-1 0 1
1 -2 1 1 -2 1
1 1
A = 3= | _ _ -1 _ _
3 36 2 4 2 5 2 4 2
1 -2 1 1 -2 1
5. Las matrices buscadas son:
000 V2 V31
1
D: 1 7 P:_ 2 — 7
010 7 V2 0 -2
00 3 V2 -3 1

aunque en este caso no es necesario que P sea ortogonal.

6. Las matrices buscadas son:
00 O
Do=]101 0], Py =P.

0 0 31
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