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Hoja 10

Bases ortogonales

Problema 10.1 Determinar cudles de los siguientes conjuntos de vectores de R™ son or-

togonales, respecto al producto escalar usual:
a) {(—1,4,-3)%(5,2,1)%,(3,—4,-7)".
b) {(3,—2,1,3)",(-1,3,-3,4)%,(3,8,7,0)'}.
o) {(2,-7,-1)4(6,3,—9),(3,1,—1)"}.
d) {(5,—4,0,3)%,(—4,1,-3,8)%,(3,3,5,—1)"}.

Problema 10.2 Probar que (u4,u,,u3) es una base ortogonal de R3 respecto al producto

escalar usual y expresar x como combinacion lineal de los u;’s.

a) u; = (1/ 0’1)1:’ U = (_1/4/1)t/ Uz = (2/ 1/ _2)t, X = (8/ _4/ _3)t
b) u; = (31 _310)t1 U; = (2/21 _1)t/ Uz = (11 114)t1 X = (5/ _3’1)’['

Problema 10.3 Demostrar que cada uno de los siguientes conjuntos es linealmente inde-
pendiente. Sea W el espacio vectorial generado por cada conjunto. Usar el método de
Gram-Schmidt para obtener una base ortogonal de W. Finalmente encontrar una base

ortonormal de W.



a) {(3,0,—1)%,(8,5,—6)"}.
b) {(1,—4,0,1)%,(7,—7,—4,1)"}.
c) {(0,4,2)%,(5,6,—7)}.
d) {(3,-1,2,—1)%,(-5,9,—9,3)"}.
Problema 10.4 Sea W el subespacio de R® dado por
{(x,y,2)" i1 x—2y+3z=0} .

Encontrar una base ortonormal de W. Extender la base obtenida a una base ortonormal

de R3.

Problema 10.5 Consideremos la transformacién lineal T: R? — R? que satisface T(e;) =

eit+eyT(e) =—e; + e
1. ;Preserva la longitud?

2. Encontrar el ntcleo y la imagen de esta transformacién y sus correspondientes di-

mensiones.

Problema 10.6 Encontrar una base ortogonal para el espacio columna de las siguientes

matrices:
3 -5 1
1 1 1
a)
-1 5 -2
3 -7 8




1 2 5
—1 1 —4
by | -1 4 -3
1 —4 7
1 2 1
-1 6 6
9 3 8 3
1 —2 6
1 —4 -3
1 35
-1 -3 1
d) 0 23
1 52
1 58

Problema 10.7 Encontrar, si es posible, la factorizaciéon QR de las matrices del Proble-

ma 10.6.
Problema 10.8 Demostrar que S = (v1,V,,v;) es una base de R®, siendo v; = (1,0, 1),
v, =(2,-1,1) yvs =(1,1,5)".

1. Hallar una base ortonormal B de R3.

2. Encontrar las coordenadas de v, y v; respecto a la base B.

3. Obtener la matriz de cambio de base Tsg para pasar de la base S a la base B. Demos-

trar que [vs]s = Tsg [Va]s.
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Soluciones

Problema 10.1 Soélo es ortogonal el conjunto (b).

Problema 10.2 En R?, de dimensi6n 3, basta con ver que los 3 vectores son linealmente
independientes, es decir, que oy + XU, + osuz = 0 implica que & = x; = &3 = 0.

Ademads, podemos expresar x como combinacién de u4, u,, u; de la forma:

5 3
a) X = -u; — U, + 2us.

2 2
4 1 1
b) X = gul + 5112 + 5113.

Problema 10.3 Para comprobar que son linealmente independientes vemos que o;uy +

U, = 0 implica que &; = x; = 0. Ademas:

a) B’=1((3,0,—-1)%(—1,5,—3)") es una base ortogonal.

1 1
B" = (— (3,0,—1)', — (—1,5, —3)t) es la correspondiente base ortonormal.

V10 V35
b) B'=((1,—4,0,1)",(5,1,—4,—1)") es una base ortogonal.
1 1
B” = (—(1,-4,0,1)', — (5,1,—4,—1)" | es la correspondiente base ortonor-
(Vs 5! ) P

mal.



c) B’=((0,4,2)%,(5,4,—8)") es una base ortogonal.

1 1
B” ( (0,4,2), — (5,4, —8)t) es la correspondiente base ortonormal.

V5 \/105
d) B’ =((3,—1,2,—1)%,(4,6,—3,0)") es una base ortogonal.
1 1
B" = | —=(3,—-1,2,— (4,6,—3,0 es la correspondiente base ortonor-
<¢ﬁ( G ) ) P

mal.

Problema 10.4 W tiene dimension 2 (es un plano) y estd generado por los vectores v; =

(2,1,0)* y v, = (—=3,0,1)". Usando Gram-Schmidt y dividiendo por la norma de cada

1 t L _ t
ﬁ(Z,l,O) ,\/7_0( 3,6,5) )

Para obtener una base ortonormal de R?, buscamos un vector linealmente indepen-

vector, obtenemos: By, = (

diente de v; y v, (0 simplemente que no esté en W); por ejemplo tomamos v; = (1,—2,3)",
el vector normal al plano x — 2y + 3z = 0. En nuestro caso particular no es necesario usar

Gram-Schmidt (porque v; ya es ortogonal a v; y v,); dividiendo por su norma obtenemos

! (2,1,0)" (1,—2,3)t).

la base ortonormal de R3: Bps = <— —3,6,5)t
R \/5 ( )

1 1
s \/_7—0 ’ \/ﬁ
Problema 10.5 Tenemos que:
1) No preserva la longitud; por ejemplo: 1 = ||e1|| # || T(e1)|| = V2.
2) ker(T) ={0};, nul(T)=0;, Im(T)=R?’y rvg(T)=2.

Problema 10.6 Todas las matrices tienen columnas linealmente independientes, por lo

que aplicando Gram-Schmidt a dichas columnas se obtiene:
a) Bea) =1((3,1,-1,3)4(1,3,3,—-1)4,(-3,1,1,3)").
b) Beay = ((1,-1,-1,1,1)%,(1,0,1,—-1,1)%,(1,0,1,1,—1)%).
c) Bea)y=1((-1,3,1,1)4(3,—1,1,-1)%, (—1,-1,3,-1)).

d) BC(A] = ((11_1101 1/1)t/ (_1/ 1/2/ 1/1)t/ (1/ 1/01_1/1)t)'
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Problema 10.7 Como las matrices tienen columnas linealmente independientes, es posi-

ble encontrar la factorizacién QR en todos los casos. Se tiene:

3 1 -3
10 20 15
) Q= 1 1 3 1 R 1
aQ—Z\/5 I E NG 0 17 -5
0 0 10
3 -1 3
1/vV5 1/2  1/2
~1/v/5 0 0 V5 —V/5 6V5
b)Q=| -1/v/5 1/2 1/2 |, R= 0 6 —4
1/vV5 —1/2  1/2 0 0 4
1/v/5 172 —1/2
-1 3 -1
6 —18 3
) Q= 1 3 1 -1 R 1
C Q—Ng S B 0 6 15
0 0 6
1 -1 -1
1/2 —1/V8 1/2
—1/2  1/v/8 12 2 8 7
d) Q= 0 2/V8 0], R=[0 4/v2 6/V2
1/2  1/V/8 —1/2 0 0 6/V2
1/2  1/V8 1/2

Problema 10.8 Basta con probar que son linealmente independientes. Ademas:

1) Usando Gram-Schmidt:

1 ti _n _1\t 1 t
Bz(ﬁ(l,o,l), 6(1, 2,—1)°, (—1, 1,1)).

Sl



2) Si utilizamos las férmulas empleadas en Gram-Schmidt y despejamos los vectores

v, y v3 en funcién de los obtenidos en el apartado (a) resulta:

v = == (3-v30)",

vslg = (3\/5, V6, \/g)t .

3) La matriz de cambio de base es

V2 3/V2 3V2
Tps = 0 —/3/2 V6
0 0 V3
y su inversa es
1/vV2  \/3/2 —2V3
Tsg = Tgs = 0 —\/2/3 2/V3
0 0 1/V3

t
Obviamente Tsg [Vilg = Tss <3\/§, \/6, \/§> =(0,0,1)" = [vs]s.



	Hoja 10
	Soluciones

