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ECUACIONES LINEALES DE
ORDEN SUPERIOR

Presentamos aqui métodos de resoluciéon para las ecuaciones diferenciales
lineales de orden mayor que uno, incluyendo los casos de coeficientes cons-

tantes y variables, junto con varias aplicaciones.
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2.1 Ecuaciones lineales de segundo orden

La ecuaciéon completa de segundo orden tiene la forma general

y" + P(z)y + Q(z)y = R(x).
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§2. Fcuaciones de orden superior

Estudiaremos el caso especifico en que P y () son constantes y algunos
ejemplos de funciones variables, aunque no existe féormula en general para
resolver estas tltimas. La ecuacion posee dos derivadas, luego la solucion
general contendra dos constantes. Decimos que la ecuacién es homogénea
si R(z) = 0.

TEOREMA 2.1.

Si P(z), Q(z) y R(x) son funciones continuas en un intervalo cerrado

[a,b], zo € [a,b] e yo, Yy, son nimeros dados, la ecuacion

y' '+ P(x)y + Q(z)y = R(x)

tiene una y sélo una solucién y(x) en [a,b] tal que
y(xo) =yo,  y'(z0) =yp-

Si los datos corresponden a puntos distintos no se aplica este teorema.

Ejemplo 15. El siguiente problema

y'+y=0,
y(0) =0, y(1)=0,

no tiene solucién, mientras que el problema

y'+y=0,
y(0) =0, y(m) =0,

tiene infinitas, y(z) = ksenz, k € R.

Toda ecuacion homogénea tiene siempre la solucion trivial, y = 0. Ade-

mas:

TEOREMA 2.2.

Si y1 e ys son soluciones de la ecuaciéon homogénea, entonces también lo

es:

Yy = c1y1 + cay2, c1,c9 € R.

El conjunto de soluciones de una EDO de segundo orden homogénea es
un espacio vectorial de dimension 2. Asi pues, dos soluciones linealmente
independientes, esto es, que no son miultiplo una de otra, formaran base de

ese espacio.
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TEOREMA 2.3.
Si y1 e y2 son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea
y'+ P(z)y + Q(z)y = 0,
en un cierto intervalo [a,b], entonces la solucién general en ese intervalo es
Yn = c1y1 + c2y2, c1,c2 € R,
Si y, es una solucién particular de la ecuacién no homogénea
y'+ P(x)y' + Q(z)y = R(x),
la solucién general de esa ecuacioén es:

Y=1Ypt+yn=1Yp+cry1 + coyo, c1,c2 € R.

Para determinar la independencia lineal de dos funciones y;, y2, utiliza-
mos el wronskiano, que es el determinante:
Y1 Y2

/

Y1 yé

LEMA 2.4. Dos funciones son linealmente dependientes si y sélo si su

W(y1,y2) =

wronskiano es cero. Ademads, si son soluciones de la ecuacién homogénea

y' 4+ Py 4+ Qy = 0, entonces W = ce~ | ¥ para alguna constante ¢ € R.

Si solo tenemos una solucién de la ecuaciéon homogénea, podemos hallar

otra linealmente independiente mediante:
LEMA 2.5. (Férmula de Abel)

Si 41 es solucion de y” + Py’ + Qy = 0, una solucién linealmente inde-

pendiente con y; es y2 = vy1, donde

1 .
_ By | P(w)dacd
v\xr e Z.
(=) / i (@)

2.1.1 Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

Son del tipo
y'+py +aqy=0, pgeR.
Buscando soluciones en la forma y = €%, sustituimos y tenemos que 7 es

raiz del llamado polinomio caracteristico:

_ —pEVPP -4
5 :

Pipr4q=0 = r

Nos encontramos con tres escenarios:
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§2. Fcuaciones de orden superior

1. Raices reales distintas. Si p> — 4q > 0, y 1,79 son las raices, las

1T 59 = "% que son independientes. La solucion

soluciones son y; = e
general es:

y(z) = 1" + coe"”.

2. Raices complejas conjugadas. Si p? — 4¢ < 0, las raices son r; =

a + b, T = a — b y las soluciones asociadas son

(@) — 9% (o5 by + i sen ba), l@=®)T — 9% (o5 b — i sen ba).
Para obtener funciones reales consideramos en su lugar combinaciones
lineales suyas que nos dan las partes real e imaginaria:

e(a+ib)m + e(a—ib)x e(a+z’b)z _ e(a—ib)r
e™ cosbr = , e’ sen bx = %
)

2

Estas son soluciones linealmente independientes. La solucién general
queda:

y(z) = e*(cq cosbr + ¢y sen bx).

3. Raices reales iguales. Cuando p?> — 4¢ = 0 solo obtenemos una
solucion, y;(x) = e P%/2_ pero una segunda solucién independiente es

yo(x) = zeP%/2. La solucion general es:
y(z) = (c1 + caz)e P*/2.

Ejemplo 16. En y” + 4y’ + 4y = 0, el polinomio caracteristico es

r2 + 4r + 4 = 0, con raiz doble r = —2, la solucién es:

y = (c1 + cox)e 2.

2.1.2 Método de los coeficientes indeterminados

Este método permite buscar soluciones particulares a las ecuaciones no
homogéneas cuando el término independiente R(x) tiene una forma especial:
es una exponencial, seno o coseno, o estas funciones multiplicadas por un

polinomio.

1. Si R(z) = e**, tomamos yp(z) = Ae™ si a no es raiz del polinomio
caracteristico (pues en ese caso es solucion de la homogénea). Si lo es,
tomamos y,(z) = Aze®. Si esta es también solucion de la homogénea

tomamos entonces y,(z) = Ar?e.
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2. Si R(x) = Ky senbx + Kjcosbx, con Kj, Ky constantes, consideramos
yp(x) = Asenbx + B cos bx
si ¢b no es raiz del polinomio caracteristico, en cuyo caso tomarfamos

yp(z) = x(Asenbx + B cosbx).

3. Si R(z) es un polinomio de grado n, tomamos un polinomio de
grado n:
yp(x) = AO + All‘ =+ A2x2 4+ .4 Anxn.

4. Si R(z) es una exponencial o un seno o coseno, multiplicado por un
polinomio, buscamos la solucién particular en la misma forma, con las

ideas anteriores.

5. Si R(x) es suma de funciones de estos tipos, por linealidad buscamos

una solucién particular como suma de funciones en la forma descrita.

Ejemplo 17. La ecuacion y” — 1y — 6y = 12z + 20e~2* tiene como
soluciones del polinomio caracteristico r; = 3, 12 = —2; por tanto buscamos
una solucién particular en la forma y,(z) = Az + B + Cze 2%, obteniendo

A= -2 B=1/3,C =—4. La soluciéon general sera entonces

y(x) = 13 + e 2% (cy — 4x) — 20+ 1/3.

2.1.3 Método de variacion de los parametros

Es més amplio que el anterior y se aplica incluso cuando los coeficientes
no son constantes o la forma del término independiente R(x) no es de los

casos descritos anteriormente.

PROPOSICION 2.6. Una solucion particular de la ecuacion
y' + P(z)y + Qz)y = R(z)

se puede obtener con la expresion

yp(2) = v1(2)y1(2) + va(2)y2(2) ,

donde y1 e y2 son dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion
homogénea asociada, y los coeficientes vienen dados por

v1(m):/de, UQ(m):/ZWd$’



§2. Fcuaciones de orden superior

donde W es el wronskiano de y1 e ys.

La solucion particular obtenida es

o) = [ RS I CNR s

En el calculo de v1 y v2 no es necesario incluir constantes.

Ejemplo 18. La ecuacion y”’ + 2y +y = e “logx tiene como so-

luciones del polinomio caracteristico r = —1 doble, es decir y;(x) = ™7,

yo(x) = xe~®. El wronskiano es W(x) = e 2%; por tanto buscamos una

solucion particular en la forma y,(z) = vi(z)e™™ + vo(z)xze™™, donde

ze Ye Tlogx o1 1
vl(x):—/e_%dzvzx <4—210g:n),

—To—7
va(x) = / ee;_# dx = z(logz — 1).

Finalmente la solucién particular buscada es

(1 3
yp(x) = 2% (2 logx — 4) .

2.2 Ecuaciones lineales de orden n

Tienen la forma:
y"™ + Pi(z)y" ) + - + Py(2)y = R(),

donde Py, ..., P,, R son funciones de z. Las ecuaciones se llaman homogé-
neas cuando R(z) = 0. Al tener n derivadas el espacio de soluciones es de

dimensién n. Igual que con las ecuaciones de grado dos la solucion seré:

y(x) = yn(z) + yp(x),

donde yp, es la solucion general de la ecuacion homogénea (que tendré n

constantes) e y, es una solucion particular de la ecuacion no homogénea.

2.2.1 Coeficientes constantes
Consideremos

y(n) + aly(nil) + e _|_ any = R([,U)7 ai,...0an S R
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Las soluciones particulares de la ecuacion general se buscan como antes.
Resolvemos la homogénea buscando soluciones y = €™ como con el grado

dos, obteniendo el polinomio caracteristico:

a4 4a, = 0.

1. Si hay n raices distintas, rq,...,r,, la solucién es:

yn(x) = 1% 4 c9e™* + - cpe’™”.

2. Si una raiz es multiple, por ejemplo si r; tiene multiplicidad k, las

soluciones asociadas son:
k—1\ rx
(c1 +comw+ -+ 7 )e”.
Hacemos esto con cada raiz multiple.

3. Raices complejas conjugadas: Si son simples, a £+ bi dan lugar a
las soluciones:
e (Acosbr + Bsenbzx).

Si son maultilples, con multiplicidad k, dan lugar a las soluciones:
¥ [(Ay+ Agz+- -+ Apa® 1) cos br+ (By + B+ - - -+ Bra" 1) sen b

Ejemplo 19.  La ecuacion yY —2y"+2y" —2y/+y = 0, tiene polinomio

caracteristico con soluciones r; = 1 doble, 734 = £i. La solucion general es

y(z) = e*(c1 + cox) + c3cosz + ¢y sen .

2.2.2 Ecuacioén equidimensional de Euler

Tiene la forma general
l,ny(n) + alxn—ly(n—l) + ann—2y(n—2) o tapy = 0,

donde se observa que todos los términos tienen la misma dimensién. Bus-
camos soluciones de la forma y = x". Recordemos que si r es complejo,
r = a £ bi, se tiene y = x%(c1 cos(blogx) + casen(blogx)). Si hay raices r

multiples buscamos soluciones en la forma y = z" log x.

Otro método: Se convierten en ecuaciones de coeficientes constantes

con el cambio de variable

{i(i)ejz(“’ — t=logr, V(@) =0 o) = SO0,

En general, la derivada y(™ tiene siempre el factor z~".
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§2. Fcuaciones de orden superior

Ejemplo 20. En la ecuacion x3y" + 22%y" + xy' — y = 0, poniendo
y = ¥ se tiene k(k — 1)(k — 2) + 2k(k — 1) + k — 1 = 0, con raices k = 1,

k = +1. La solucién general es
y(z) = c1x + co cos(log x) + c3 sen(log x).

Con el cambio de variables quedaria la ecuacion 2/ — 2" + 2/ — 2 = 0, cuya
solucion general es z(t) = cie! + ey cost + cgsent. Al deshacer el cambio se

obtiene la misma solucion.

2.3 Aplicaciones

2.3.1 Circuitos eléctricos

Contamos con un generador, una resistencia, un alternador y un conden-

sador en un circuito simple:

carga eléctrica (coulombios)
corriente eléctrica (amperios) ~- I=qQ

fuerza electromotriz (voltios)

Q &3 SO
¢ 88 g

resistencia (ohmios) ~  Ep=RI
inductancia (henrios) ~ E,=LI
~ capacitancia (faradios) ~ Ec = %

Igualando la fuerza electromotriz producida por el generador con la caida
producida por los otros tres elementos segtin la ley de Kirchoff, tenemos

la ecuacion,

Q
LI'+RI+ = =E
+RI+ 5

que es equivalente a las ecuaciones de segundo orden para la carga o la

intensidad de corriente eléctrica, llamadas ecuaciones LRC,
/! / 1 1 ! 1 /
LQ +RQ+6Q:E, LI —|—RI+6I:E.

Segin los datos iniciales, en carga o en corriente, se utiliza una u otra ecua-

cion.
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Figura 2.1: Circuito eléctrico basico.

2.3.2 Sistemas mecanicos

Estudiamos las vibraciones forzadas de un cuerpo sujeto a una pared

mediante un muelle con rozamiento, consideramos:

T ~ desplazamiento

m  ~»  masa

c ~ rozamiento (fuerza/velocidad)

k ~ constante del muelle (fuerza/distancia)
F ~ fuerza exerior.

La ley de Newton junto con la ley de Hooke y el hecho de que la resis-

tencia por rozamiento es proporcional a la velocidad, llevan a la ecuacion
" /
ma” +cx + kxr = F.

El problema se completa fijando la posicién y velocidad iniciales del cuerpo.

Figura 2.2: Un cuerpo sujeto a un muelle, que se desliza con rozamiento sobre una mesa.

La similitud entre ambos modelos es evidente:

1
< Q, me L c+o R, k:<—>6, F+ F.
Dependiendo de la relacién entre el rozamiento y la constante del muelle
por la masa, en particular del signo de ¢ — 4km (o anilogamente la resis-

tencia respecto de L/C en el circuito) se puede tener un sistema oscilante



24

§2. Fcuaciones de orden superior

AN
TR

Figura 2.3: Ejemplos de sistemas mecanicos: oscilante (¢ = 0), subamortiguado (c peque-
fo), sobreamortiguado (c grande).

(¢ = 0), oscilante con amortiguamiento (0 < ¢ < 2vkm) o mono6tono con
sobreamortiguamiento (¢ > 2vkm).

~ AsP-
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