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METODO DE SEPARACION DE
VARIABLES EN EDPs

Con este tema damos el salto cualitativo de pasar a resolver ecuaciones en de-
rivadas parciales, EDPs. Como herramienta necesaria estudiaremos también

las series de Fourier.
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4.1 Introduccion a las ecuaciones en derivadas par-
ciales

4.1.1 Definiciones

Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) es una relacion entre
una funcion de varias variables u : RY — R y sus derivadas parciales, es
decir una expresion del tipo
7 7w ou  0%u B

(20 57 0, ) =
(solo estudiaremos ecuaciones de segundo orden). La solucion, si existe, pue-
de contener funciones arbitrarias y necesitaremos datos para poderlas cal-

cular.

Ejemplo 26. Para cualquier funcioén f:

0
u=yf(x) essolucion de ya—u = u.
Y

En muchos ejemplos una de las variables es el tiempo y el resto son
variables espaciales, u : 2 x (0,00) C R*"™! — R, (N = n + 1 en ese caso).
Decimos entonces que se trata de una ecuacién de evolucién. Ecuaciones que
no dependen del tiempo se suelen llamar estacionarias, u : 2 C R" — R,
N = n. Llamamos problema en EDP a una ecuacién junto con sus datos,
que llamamos condiciones iniciales (CI) si son datos para el tiempo t = 0
en las ecuaciones de evolucion, o condiciones de contorno (CC), si son
datos en la frontera del dominio espacial 0f2. Estas tultimas pueden ser de

diferentes tipos:

1. Condiciones Dirichlet: Conocemos u en la frontera del dominio:

u = g en 0f), habitualmente g = 0.

2. Condiciones Neumann: Conocemos la derivada normal de u, es
decir el flujo, en 0F2, habitualmente es flujo cero:

ou

ov

donde ¥ es el vector normal exterior a 0f).

?u%?:g en 01,

3. Condiciones mixtas: Aparecen u y alguna de sus derivadas en la
misma condicién en la frontera. Por ejemplo

Ou

5, — 9 o 0.

au +b
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Estudiaremos solo ecuaciones lineales
Lu=f,
donde L es un operador lineal, es decir verifica
L(au+ pv) = aL(u) + SL(v), V «a, constantes.

Esto significa que L(u) es una combinacion lineal de u y sus derivadas:

- o0 " L 0?
L= ; ai(:c)a—xi + ZZ bm(a:)iamaxj.

J=1

Decimos que la EDP es homogénea si f = 0.

Denominaremos soluciéon de equilibrio de un problema que depende
del tiempo a una solucién que es independiente del tiempo. Esperamos usual-
mente que la solucién de equilibrio sea el limite de la solucién del problema

cuando t — oo.

4.1.2 Ecuaciones fundamentales

Los ejemplos méas importantes de operadores en la fisica matemética son:

0 0?
:a—A, L:@—A,

que daran lugar como veremos a las ecuaciones de Laplace, calor y ondas. El

L=A, L

primero se aplica a funciones u : R” — R, esto es u = u(Z). Los dos tltimos
se aplican a u : R""1 — R, esto es u = u(&,t), con &£ € R", ¢t > 0, y son
operadores de evolucién, pues como hemos dicho usualmente la variable ¢
denota tiempo. En las tres ecuaciones aparece el operador laplaciano que

es el operador diferencial por excelencia:
A =divV = Z el (: V-V =V? en su notaciéon fl’sica) .
i=1 Oz}

Estos operadores dan lugar a las ecuaciones fundamentales en EDP, pues
todas las EDP lineales de segundo orden se clasifican segin los coeficientes

de los términos de grado dos del operador. En dimensién dos, la ecuacion

0? 0? 0?
U + B g +C 7Y _ términos de grado menor

822 Oxdy oy?

involucra un operador que es de uno de los tipos anteriores. De hecho, siem-

A

pre existe un cambio de variable sencillo que lo reduce a uno de ellos segtin
el signo del discriminante D = B? — 4AC, y la ecuacién asociada recibira

las siguientes denominaciones:
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1. Parabélica si D = 0, con prototipo la ecuacién del calor:

ou

— = Au.

ot
Esta ecuacion estudia la distribucién de temperaturas u(Z,t) en un
cuerpo 2 C R” a lo largo del tiempo. Los datos fisicos necesarios
son la distribucién inicial de temperaturas y alguna condicién sobre la
frontera del dominio, por ejemplo temperatura nula o aislamiento, que

se describen mediante:

temperatura nula ~» u =0 en 0f) ~» cond. Dirichlet,
ou

aislamiento ™ 5, = 0 en 0l ~» cond. Neumann.
v

La condiciéon u = 0 en la frontera proviene de considerar como origen
de temperaturas una temperatura fijada, la del entorno. La derivada
normal exterior a 0f2, es decir du/dv, es el flujo de calor a través y
hacia fuera de 9€2; cuando es igual a cero no hay flujo de calor a través

de la misma y asf el cuerpo esta aislado.

2. Hiperbdlica si D > 0, y el prototipo es la ecuaciéon de ondas:

d%u

Describe la vibracion de una cuerda (de un violin por ejemplo, en
dimension n = 1), una membrana (un tambor, en n = 2) o la propaga-
cion de ondas en el espacio (actsticas o electromagnéticas, en n = 3).
Los datos frontera mas usuales en los dos primeros casos serén de ti-
po Dirichlet, es decir, la cuerda o la membrana estdn sujetas por los
bordes. Ademas de la posicion inicial de la cuerda o membrana hay
que anadir como dato la velocidad inicial porque hay dos derivadas

respecto al tiempo.
3. Eliptica si D < 0, con prototipo la ecuacién de Laplace:
Ay = 0.

Esta ecuacién describe la distribucién estacionaria de temperaturas
o la posicion de equilibrio de una cuerda vibrante o una membrana.
También aparece en multitud de otros problemas fisicos o puramente

matematicos.
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4.1.3 Simplificaciones

Los problemas lineales se pueden simplificar mucho en su resolucion,
haciendo necesario resolver solamente problemas homogéneos o con todas las

condiciones de contorno homogéneas salvo una. Consideremos el problema:

L(u) = f, en D,
? ‘
i(u) = g5, enl';, j=1,... k,

donde L es un operador lineal, v : D ¢ RN — R (donde N puede ser n o
n+1),y Bjcon j=1,...,k son condiciones de contorno o iniciales lineales

en una parte de la frontera, I'; C 9D. Entonces:

1. Si v resuelve la ecuacion, entonces w = u — v resuelve el problema:

L(w) =0, en D,
Bj(w) = gj — Bj(v), enly, j=1,... k.

2. Si v cumple los datos, entonces w = u — v es solucion del problema:

Lw) = f~ L(v), enD,
Bj(w) =0, enly, j=1,... k.

3. Principio de superposicion: Si u,us, ..., un, m € N, son solucio-

nes del problema homogéneo:

L(u) =0, en D,
Bj(u) =0, enly, j=1,... k,

entonces, 4 = Auq + -+ + A, con A; € R, también es solucion.

4. Si ug resuelve la ecuacion no homogénea con datos homogéneos y las
funciones u;, j = 1,...,k, resuelven la ecuacion homogénea con solo

el dato j-ésimo no homogéneo, respectivamente:

L(uj) =0, enD,
Bj(Uj) = gj, en Fj,

B’L(u]) :Ov en Fi) /L?éja

L(ug) =f, enD,
Bj(Uo) :O, €n Fj, ] = 1,...,]{3,

entonces una solucion del problema (P) es

U =ug+ U+ -+ ug.
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4.2 Método de separacion de variables

4.2.1 Procedimiento general

El método consiste en buscar soluciones en forma de variables separadas,
es decir, como producto de funciones que dependan cada una de una variable
distinta. En la ecuacién del calor:

ou

— =Au

ot
buscamos soluciones de la forma u(%,t) = o(Z)T'(t), y llegamos a

7 A
T = —— = constante,

oT' =TAp =
pues cada miembro depende de una variable distinta. Denotaremos la cons-

tante por —A porque el signo simplificara calculos posteriores.

Necesitamos tantos datos como derivadas hay en la ecuacién y también
los datos se tienen que separar en condiciones para cada una de esas funcio-
nes, por lo que preferimos los datos de contorno homogéneos. Solo resolve-
remos por este método problemas con un tnico dato no homogéneo, si hay
mas, separamos el problema en varios, utilizando el apartado anterior, aun-
que no siempre sera posible. Podremos manejar varios datos no homogéneos

si son datos iniciales.
El problema espacial:

Ap+ Ap =0,
+ datos de contorno,

es un problema de autovalores, pues permite calcular a la vez los valores
(infinitos como veremos) de A, que llamaremos autovalores y denotaremos
por Mg, v las correspondientes funciones ¢, que llamaremos autofunciones

. Conocidos los autovalores podemos resolver la ecuaciéon temporal,
T +AXT =0 = T(t) =e ™,

y obtenemos una familia de soluciones en variables separadas:

—

up(Z,t) = e Moy ().

Por el principio de superposicién cualquier combinacién lineal de estas fun-

ciones es también solucién. Por tanto, si el dato inicial es de la forma



42 84. Separacion de variables en EDPs

g arpr (), la solucion entonces tendra la expresion

M
= ape Moy().
k=1

La cuestiéon entonces es si cualquier funciéon se puede expresar como una
combinacoén lineal como la anterior, o en qué condiciones es cierto. Veamos

qué pasa en dimensién n = 1.

4.2.2 La ecuacion del calor en una varilla con temperatura cero
en los extremos

El problema se describe mediante:

ou 0%u
— =k— 0 L, t>0
ot 922 <z <L, >0,
u(0,t) =0, u(L,t) =0, ¢t>0, (CC Dirichlet)
u(z,0) = f(z), 0<z<L. (CI)
Buscando soluciones en la forma u(z,t) = ¢(x)T'(t), tenemos
T/ ()0//
k7T = ? = —A,

donde A es una constante arbitraria. Separamos también las condiciones:

{ w0,8) = p(0O)T(t) =0 ¥t = (0)
wlL,t) =(L)T(t) =0 Yt = ¢(L)=

0,
) 0,

porque T'(t) = 0 darfa u(x,t) = 0, que no es una solucion valida. Tenemos
entonces:

Ecuacién temporal: T/ = —\kT — T(t) = e *M,

Problema de autovalores:
"+ Xp =0, 0<z<L,
{ p(0) =0, (L) =0.
Vamops a ver que solo para algunos valores de A hay solucién no trivial.

Como el polinomio caracteristico es 72 + A = 0 hay tres casos distintos:

Caso 1. A <0 = r = ++/—\, dos raices reales distintas, luego para cy, co
constantes arbitrarias:

o(z) = creV AT 4 cgemV AT

e(0)=¢(L)=0 = c=c=0 = ¢x)=0.
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Caso 2. A =0 = r =0, raiz doble:

Caso 3. A >0 = r = +iV/\, raices imaginarias puras:
p(x) = c1sen (VAz) + cacos (VAz)

0(0) =0 = c2 =0,

(=0 = p(z)=0,
L)=0 = cisen (VAL) =0 =
#(L) ! ( ) { sen (ﬁL) =0.
La taltima condicién implica VAL = nw, n = 1,2,... Eso nos da los
autovalores y autofunciones:
nm 2 nmwx
)‘”:(f) , gon(:n):senT, n=12,...

Hemos encontrado las soluciones en forma de producto

nwx
Up(z,t) = sen —— e_k(””/L)2t, n=12 ...
Por el principio de superposicion (linealidad), cualquier combinacion lineal

también seré solucién. De hecho, si la serie
> nww
o 2
u(x,t) = E by, sen —— e k(nm/L)%
n=1

converge “apropiadamente” también sera soluciéon de la ecuaciéon del calor

con condiciones de contorno cero.

La condicién inicial se verificara si podemos encontrar coeficientes b,, de

manera que el dato inicial se pueda escribir en la forma

nmTx

f(ﬂf) = nz::lbnsenL .

Esta expresion es una serie de Fourier de senos y por el trabajo de J.
Fourier sabemos que “cualquier” condicion inicial f(z) puede escribirse como
una tal combinacion lineal. Supongamos por el momento cierto el resultado,
que se estudiard en la siguiente seccion. Los ntmeros b, se llaman coefi-
cientes de Fourier de f(z) y podemos calcularlos usando las siguientes

relaciones de ortogonalidad:

L
0
/senmsen"mdm: CMEN e
0 L/2, m=n,
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Fijando un m € N multiplicamos a cada lado de la expresiéon de f por

sen ™% e integramos en [0, L]. Obtenemos:

L mmx > L nwx mmnx b L
/0 f(x)senT dr = ;bn/o Sen —— sen —— dx = —

Por tanto

9 L
by, = L/o f(z) sen$ dx.

Finalmente, la solucién de nuestro problema de conduccion del calor es:

u(z,t) = Z <L/0 f(y) sen % dy> o~ k(nm/L)%t Sen?
n=1
= /L f( ) g i sen nrr sen we—k(nw/L)Qt d

= 0 f(y)G(l’,y,t) dy.

La funciéon G se llama funcién de Green del problema.

Otros ejemplos se pueden estudiar modificando las condiciones en la
frontera: flujo cero o condiciones mixtas. También se aplica el método en la
ecuacion de ondas y en la ecuaciéon de Laplace, incluso en varias variables.
La cuestion principal es resolver el problema de autovalores y caracterizar

las relaciones de ortogonalidad.

4.3 Series de Fourier

4.3.1 Introduccion

Estudiamos ahora las series que han aparecido en el método de sepa-
racién de variables. La serie de la seccién anterior es un caso particular
de otras series méas generales, que aparecen al resolver otros problemas de

EDPs. Empezamos con una definicién.

Para una funcion f en el intervalo [—L, L], su serie de Fourier se define

por:

o0 o
nwx nwx
S(f)(x) =ag+ g 1ancosT + g 1bnsenT,
n= n=
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donde las constantes a,,, b, se llaman coeficientes de Fourier y se definen

L
w = 57 [ f@) da,

1 L
anp = L/_Lf(x)cosngb dz,

mediante:

1 L
bn = L/Lf(l') SenT dz.

Estas formulas tienen sentido porque las funciones seno y coseno de la

serie cumplen las relaciones de ortogonalidad siguientes:

L
0

/ sen 2% sen T g — m7n n,m>1,
_L L L L m=n,

L 0 m#n

nwT Mmnx

/ COSTCOS 7 de=< L m=n2>1, n, m > 0,
-t 2L m=n=20,

L
/ sem@cosmmc dx =0, n>1,m>0.
I L L

Para que exista la serie de Fourier de una funciéon f en [—L, L] es decir,

que estén bien definidos todos sus coeficientes, es necesario que:

/L (@) do < o0,

—-L

Las cuestiones cruciales son ahora si esta serie converge y si converge a la
funcion f. En primer lugar, la serie de Fourier de f en [—L, L] es periddica
de periodo 2L pero f no es necesariamente peridédica, por eso consideramos
la extension periddica de f con periodo 2L, que habitualmente seguimos

denotando por f:

f(x+2KL) = f(x), VK € Z, Yz e (—L,L].

La serie de Fourier de f puede ser diferente de la funcién y no esté claro

si es Convergente O Nno, por eso la notacion que empleamos es:
oo o
xT) ~ ag E Ay COS —— E n S€N ———
L L’
n=1 n=1

que significa que la parte derecha es la serie de Fourier de f. Necesitamos

definir algunos conceptos antes de continuar:
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Una funcion f es C! a trozos o suave a trozos en (—L, L) si el intervalo
se puede partir en subintervalos tales que f y f’ son ambas continuas en cada
subintervalo abierto y existen los limites laterales en los extremos, es decir,
f v f' pueden tener discontinuidades de salto en los extremos de los

subintervalos.

TEOREMA 4.1. (Convergencia de series de Fourier)

Si f es C! a trozos en (—L, L), entonces la serie de Fourier de f converge
a la extension periddica de f donde esa extension periddica es continua y a

la media de los dos limites

(fa™) + f(z7)),

donde la extension periddica tiene un salto, siendo

fl@™) = lm f(t),  f(z7)= lim f(t).

t—sxt t—sx—

N | =

Casos especiales son las series de Fourier de senos y las series de Fourier

de cosenos, que estudiamos a continuacién.

4.3.2 Series de Fourier de senos

La simetria puede simplificar los calculos de la serie de Fourier para
algunas funciones. Si tenemos una funciéon impar (esto es f(—z) = —f(x))

entonces a, = 0 para todo n > 0, luego:

PROPOSICION 4.2. La serie de Fourier de una funcion impar es una serie

de senos:
nwT

f(z) Nnglbnsenlf’

donde los coeficientes son:
I 2 [t
by, = L/_Lf(x)senT dx = L/o f(x)sen? dzx.
Cuando f estd definida en [0, L] y necesitamos su serie de Fourier de

senos definimos la extensién impar periédica de f como la funcion de

periodo 2L tal que:
Fla) = { f@),  welL)
_f(_x)v T € (—L,O) )

y la serie de Fourier de esta extension impar en [—L, L] es la serie de Fourier
de senos de f en [0, L].
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Ejemplo 27. La extension impar de f(z) =z en [0,L] a [-L, L] es

F(z) = x y su serie de Fourier de senos en [0, L] es:

o0
2L(-1)" Y nmx
T~ Z sen——.

/J\/ﬁif y
PV R

Figura 4.1: Primeros 7 sumandos de la serie de Fourier de senos de f(z) = z en [—m, 7],
comparados con la extension periodica impar.

4.3.3 Series de Fourier de cosenos

En una funcion par (f(—z) = f(z)) la simetria hace que b, = 0 para

todo n > 1, luego:

PROPOSICION 4.3. La serie de Fourier de una funcion par es una serie

de cosenos: -
f(zx) ~ ao—i-Zancos%,
n=1
con coeficientes:
I I
co=g7 | f@dr=1 [ f@)da
1 L
an =7 f(x) cos @ dx / f(x)cos @ dz.
L

Dada una funcion f definida en [0, L], si necesitamos su serie de Fourier
de cosenos definimos la extension par periddica de f como la funcién de

periodo 2L tal que:

y la serie de Fourier de esta extension a [—L, L] es la serie de Fourier de

cosenos de f en [0, L].
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Ejemplo 28. La extension par de f(z) = z en [0,L] a [-L, L] es

F(z) = |z| y su serie de Fourier de cosenos en [0, L] es:

L & 4L (2k + )7z
xN2+kZ_0(2k+1)2w2C°S L
5
4
3
2
1
-10 -5 I 5 10

Figura 4.2: Primeros 3 sumandos de la serie de Fourier de cosenos de f(z) = z en [—m, 7],
comparados con la extension periédica par.

En las figuras de las series de Fourier en senos y cosenos de la funcién
f(x) = x en [—m, 7] observamos que la segunda converge mucho mas rapi-

damente.

4.3.4 Continuidad de las series de Fourier

Como consecuencia de las definiciones anteriores y la convergencia de las

series de Fourier tenemos:

TEOREMA 4.4. (Continuidad)

1. Series de Fourier generales: Si f es C' a trozos en (—L,L), en-

tonces la serie de Fourier de f es continua si y solo si f es continua
en [-L,L] y f(=L) = f(L).

2. Series de cosenos: Si f es C' a trozos en (0,L), entones la serie

de Fourier de cosenos de f es continua si y solo si f es continua en

[0, L].

3. Series de senos: Si f es C' a trozos en (0, L), entonces la serie de

Fourier de senos de f s continua si y solo si f es continua en [0, L] y

f(0) = f(L) =0.

Observemos que la continuidad de las series de senos es la mas exigente

y la de las series de cosenos la que menos condiciones requiere.
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4.3.5 Otras propiedades de las series de Fourier

Al considerar series de Fourier para resolver EDPs necesitaremos en al-
guna ocasiones derivar e integrar este tipo de expresiones. A continuacion

estudiamos en qué condiciones podemos hacerlo.

TEOREMA 4.5. (Deriwvabilidad)

1. Series de Fourier generales: Si la serie de Fourier de f es continua
y f es C! a trozos, entonces la serie de Fourier de f se puede derivar
término a término, y la serie obtenida es la serie de Fourier de f’ (que

converge a f' en los puntos de continuidad de f’).

2. Series de Fourier de cosenos: Si f es continua en [0,L] y f es
C' a trozos en (0, L), entonces la serie de Fourier de cosenos de f
se puede derivar término a término, y la serie obtenida es la serie de

Fourier de senos de f' (que converge a f" en los puntos de continuidad

de ).

3. Series de Fourier de senos: Si f es continua en [0,L] y f es C!
a trozos en (0,L), entonces se puede derivar térrmino a término la
serie de Fourier de senos de f si y sdlo si f(0) = f(L) = 0. En el
caso de que se pueda derivar término a término, la serie obtenida es

la serie de Fourier de cosenos de f' (que converge a f' en los puntos

de continuidad de f’).

Observamos que de nuevo las series de senos son més exigentes pues si f
es continua en [0, L] y f es C! a trozos, entonces la serie de Fourier de senos

de f:

no se puede derivar término a término en general. Sin embargo, la serie de

cosenos de la derivada se puede probar que es:

1 2 nmwx

(@) ~ 2 (F(L) = F(0) + ) ("L”bn + 2 (=D f(L) — f(O))> cos ——,
n=1

y, como puede verse directamente, esto coincide con la derivada término a

término de la serie de Fourier de senos de f siy solo si f(0) = f(L) = 0.

También necesitaremos derivar series respecto a variables que no apare-

cen en las autofunciones y eso sera facil:
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TEOREMA 4.6. (Derivacion respecto a un pardmetro)

Siu = u(z,t) es una funcion continua en [—L,L] x [0,00) y ademds
Ou/ot es Ct a trozos como funcion de v € (—L, L) para cada t € [0,00),

entonces su serie de Fourier
nmwT
u(z,t) = ao(t —i—Ean cos—%-gb sen—,

se puede derivar término a término con respecto al pardmetro t, obteniendo

0
8—1:( ) ~ ap(t —|—Za cos——FZb' senw.

Respecto a la integracion tenemos que:

TEOREMA 4.7. (Integracion)

Si f es C' a trozos, entonces sus tres series de Fourier se pueden integrar
término a término, y el resultado es una serie que converge para todo x €
[—L, L] a la integral de f.

Sin embargo, la serie obtenida puede no ser una serie de Fourier, segtn

vemos:

Si f es C! a trozos en (—L,L) y tiene una serie de Fourier en dicho

intervalo:
(o] o0
nwT nmT
:E)Nao+§ ancosT—l— E bnsenT,
n=1 n=1

la integracién término a término da:

z >\ [a,L nrx  b,L n nmwx
/10 dt”“‘)(“L)*;(m sen ==+ 2 (1) ‘COSH)’

que, como puede verse directamente, es una serie de Fourier si y solo si

apg = 0.
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4.4 Otros ejemplos de separacién de variables

4.4.1 Laecuacion del calor en una varilla con extremos aislados

El problema es ahora

ou 0%u

Dy S L

o L 0<z<lL, t >0,

ug(0,8) =0, wuy(L,t) =0, t>0, (CC Neuman),
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (CI).

Buscamos soluciones de la forma u(z, t) = p(x)T(t). La ecuacion temporal es
la misma que en el ejemplo previo de la varilla y el problema de autovalores

para x es:
O"(z)+Ap(x) =0 = )=, 124+ A=0.
'(0) = ¢'(L) = 0.

Los autovalores y autofunciones son ahora:

nmw\ 2 nmwx
>\n: (T) ’ SOTL(CC) :CICOST) ’I’Z:O,17 27 3’

donde ¢o(z) = 1. Entonces, utilizando el principio de superposicion obtene-

mos que:

o0
u(@,t) = Ao+ ) Ay cos % o=/ L)%kt
n=1

La condicién inicial implica que

= nwx
f(z) = Ay —i—nz:lAn cos —— .

Esto es una serie de Fourier de cosenos. Las relaciones de ortogonalidad

para las autofunciones son:

0, n#m
L
nmx mnx L
/Ocochos 17 de = > n=m#0 nmeN.
L, n=m=0

y con ellas obtenemos:

1 [E 2 (b nmwy
A= — d A, =— —=dy, =1,2,...
0 L/o fy) dy, L/o fly)cos —=dy, n

Juntando todo tenemos la representacion de la solucién mediante la funcion

de Green

L
ule, 1) = /0 )Gz, y,1) dy.
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donde -
Glo,y,t) = + I o 1Y /1%t

4.4.2 Ecuacion de Laplace en un disco

En el disco de centro (0,0) y radio a utilizamos coordenadas polares,
poniendo u = u(r,#). Escribiendo el laplaciano en polares obtenemos:
10 ou 1 0%u
Au=-—|r— —— =0, — 0 0
U r&r(r8r>+r2892 , <0<, r >0,
u(a, ) = f(0), r >0, (CC).

Preferimos el intervalo [—m, 7] porque simplifica los célculos posteriores.

Aqui hay cuatro derivadas y solo una condicién, luego necesitamos tres
condiciones mas. Estas son las condiciones implicitas (que no nos dan

directamente en el problema):

1. Acotacion en el origen (o de no singularidad): |u(0,0)| < co.

2. Condiciones de periodicidad:

u(r, —m) = u(r,m), gZ(n —m) = gZ(T, ).

Buscamos ahora soluciones producto u(r, #) = ¢(0)G(r). Las condiciones
de periodicidad dan lugar a dos condiciones para ¢ y obtenemos el siguiente

problema de autovalores, que es el problema angular:

¢+ Xp =0,
p(—m) = p(m),
' (=m) = ().
Los autovalores son A\, = n?, n=0,1,2,... y las correspondientes autofun-
ciones:
sennf, y cosnb, n=20,1,2,...

Para n = 0 observamos que solo hay una autofuncion, () = 1. Para cada

uno de los otros autovalores hay dos autofunciones asociadas.

El problema radial tiene una ecuacién de tipo Euler:

Gup(r) =c1r™ +cor ™, n >0,

r2G" +rG' —n’G =0, —
Go(r) = k1 + kalogr, n=0,

[G(0)] < oo,
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Con la condicién de acotacion, co = ko = 0. Utilizando el principio de

superposiciéon obtenemos la solucion:

u(r,0) = Ag + Z (Apr" cosnb + Byr' sennf) .

n=1

Si f se puede escribir como una serie de Fourier general:

o
u(a,d) = f(0) = Ao+ Z (Ana™ cosnb + Bpa" sennf),
n=1
podemos calcular los coeficientes utilizando las relaciones de ortogonalidad
de senos y cosenos de la serie de Fourier de la seccién anterior. En nuestro

caso L = 7 y obtenemos los coeficientes:

G
s
(n21) Ar = ﬂin F(@)cosno o
B, = [ [ $(@)senno do.
Ta

De nuevo tenemos la representacion de la soluciéon mediante una funcién de

Green i
U(’I“, ‘9) = f(¢)G(’I",9, ¢) d¢7
donde
Gr0.6) = L + L3 (cosnbcosns + sennfsenng) "
r,0, 5 Wann_l cosnb cosn sennfsennd)r

—~ AsP-
_ ERC-—
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