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TRANSFORMADA DE
FOURIER

Dedicamos este tema a la potente herramienta matemaética de la transfor-

mada de Fourier y su aplicacién a la resolucién de ecuaciones en derivadas

parciales.
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6.1 Transformada de Fourier en R

6.1.1 Definicion y propiedades basicas

Si f es integrable en R se define su transformada de Fourier como:

fl) = F)w) = 5 [ S de.
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Esta transformada esta relacionada con la de Laplace, que se definia solo
para valores positivos. Utilizaremos la siguiente férmula para recuperar la

funciéon, usando lo que se denomina transformada inversa de Fourier

FL

TEOREMA 6.1.

Si f es continua entonces:
f@) = F A FON@) = [ Fwye e o,

Las propiedades méas importantes de la transformada de Fourier son:

TEOREMA 6.2.
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6. Si f = f(x,t), entonces F <g{> (w) = %(w)

Ejemplo 29. Algunas transformadas importantes (siempre a > 0).

Ao
2 e W) = ot F () @) = e

6.1.2 Propiedades avanzadas

Recordemos que una delta de Dirac es, segtin vimos en el Tema 3, el
limite de una sucesién de funciones con integral 1 que se van concentrando

en el origen. Podemos calcular su transformada.
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§6. Transformada de Fourier

TEOREMA 6.3.

1 eiwxo

F(o(2)(w) = o F(o(z = z0))(w) = ——

Para dos funciones integrables definidas en R se define su convolucién

como

(f*g)(w)—;ﬂ/oo flz—y)gly)dy.

(Esta definicion es diferente de la utilizada con la transformada de Laplace).

Se tiene entonces:

TEOREMA 6.4.

~

F(f*g)(w) = f(w)g(w).

Hacemos notar de paso que existen diferentes definiciones de transfor-
mada de Fourier segiin el coeficiente y el exponente que se utilice, segtin se
persiga que sea mas sencilla la transformada directa o la inversa. No es raro
pues encontrarse en los textos de matematicas la transformada de Fourier

definida como

o= [ e,

6.2 Resolucion de ecuaciones mediante transforma-
da de Fourier

6.2.1 Ecuacion del calor

Queremos resolver el problema

0 0?
%:kai;;’ SiI‘ER,t>O,

u(z,0) = f(x), sizeR.

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene

ou B 9
E(w, t) —A—kzw u(w, t), t>0,
u(w,0) = f(w)

Esta es una EDO en ¢, que resolvemos separando variables,

~

U(w, t) = flw)e
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Ahora hay que antitransformar. Usando la transformada inversa de la gaus-

siana y la transformada de la convolucion,

932 1 o0 r— 2
F! (e_k“’2t> = ,/% e it = u(x,t)= rwkt/ e_< w0 fly) dy.

De esta expresion deducimos la funciéon de Green

2

1 (z—v)
G(x,y,t) = e~ dkt
(#9:7) Varkt
Vemos que G(z,y,t) = K(z —y,t), donde
1 2
K(z,t) = e 4kt

se denomina niucleo de Gauss.

6.2.2 Ecuacion de Laplace en el semiplano superior

Consideramos ahora el problema

0?u  0%u
Au:@‘i‘@:[), xGR,y>O,
u(z,0) = f(2), reR
lim u(z,y) =0, z €R.

y—00

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x se obtiene

T, y) + ;’;;w —0, weR y>0,
U(w,0) = f(w), weR,

lim u(w,y) =0, weR.

yA)OO

De nuevo tenemos una EDO, esta vez en y. Su solucion es Gi(w, y) = Ael“V 4

Be I¥lY que con los datos frontera queda,
w,y) = flw)e .

Usando la transformada inversa de la exponencial y la transformada de la

convolucion,
i 2y L[ Y
F 1( |w|y> — _— , = / ds.
¢ 22 + y? u(@,y) T ) oo (x—5)2 + 42 Js)ds
1
En este caso la funcion de Green es G(z,s,y) = —%. Igual que
T(r—s)?+y

antes, G(z,s,y) = P(z — s,y), donde

Iy

Pz, y) = T2+ 42

se denomina nicleo de Poison.



70

§6. Transformada de Fourier

6.3 Transformada de Fourier en varias variables

6.3.1 Definicion y propiedades basicas

Si f es integrable en R”, se define su transformada de Fourier como

(@) = F) = 7) 9T gz
&) = F(1)(@) = s [ 1@ 57 az,

donde @ - Z=wix1 4+ -+ wnptyn y d¥ = dzy - - dz,.

Las propiedades de la transformada de Fourier en varias variables son
analogas, con las obvias modificaciones, a las propiedades mostradas antes

en dimension uno.

TEOREMA 6.5.

1 f(@) = FUF()@) = /R F(@) e d3.

6. F(Af) (@) = — |5 f(@).

. 1 512 n/2_ |2 .
10. F(e) (@) = T e T ((“) i ) (@) = o019
o)™

Solo tenemos que recordar el concepto de delta de Dirac que, por

ejemplo en dimensién n = 2, podemos tomar como

1

T r 727 ‘f| S Ea
(%) = lim f.(¥),  donde f.(z)={ 7€

e—0 0’ |f| .

y extender el de la convolucidén, que en dimensién general n es

(29 @) = oy [ 1@ =D 0t ds.
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6.3.2 Ecuacion del calor en R”

Como ejemplo resolveremos el siguiente problema:

— = kAu, siteR™ t>0,
u(Z,0) = f(2), siZeR”.

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable ¥ se obtiene

oo
5 (@,1) = —kl5*a(@, 1),

W(&,0) = f(@).

La solucién de la EDO en t es

o~

W@, t) = f(@) e Hl

que al antitransformar da la solucién en términos del nucleo de Gauss,

ik

1
uwn) = [ GEin @ ar= e [ e 1 ar
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