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1. Ecuaciones diferenciales de primer orden

1.1. Meétodos elementales de resolucion

dN dP dP P

Probl 1.1.1 £>0es tante. a) — = —kN.b) — =kP(Py—P).¢) — = k—

roblema > 0 es una constante. a) i ) o (Po ). ¢) o7 T2
) d?y _F
a2 m’

. . Yy =cxr+ z? .. .
Problema 1.1.2 a) Resolviendo el sistema Y = c+ 2 para eliminar ¢, se obtiene xy’ —
y—22=0;b) ()2 + 2y —y=0; ¢) lafamilia es (z — a)? + y> = r2, con a, r € R; como hay

r sen 6

dos constantes hay que derivar dos veces, yy” + (/)2 +1=0;d) 3 = y> — 1; ¢) i Pyt

1 2 Y
Problema 1.1.3 i) e¥dy = e3%dx ~ y = B log(ge‘% +¢), i) j_ 1= Cze®, iit) (1 —y)e¥ =
Y
1 1
e’ + 56_31 +e iv) Y2 +2 = c(a? +4),v) y— -~ = arctanx + ¢, vi) y* = 22 + 1z + ¢,
C 3)° C(x —3)°
T)ZZ) ey—T — (y+ ) 7 UZZZ) YT — (.T ) 7 w:) seny — ZSen:v7 (13) y = cexf:rQ/Q.
(x4 4)° (y—1)2 1+ cosy
1,222 —1 2
Problema 1.1.4 i) Poniendo z = Y e tiene 2/ = —( z — 2), que da 2337 =k, es
z , z z¢—1
decir 32 = 22 + cz?, i) 1 j_ o= cx? ~ gy :Ccfa:?’ iii) arctgz = cx® ~ y = xtan(cz?),
iv) —cosz =logl|x|+k ~ y=wxarc cos(log(ﬂ))7 v) e* = 2log|z|+k ~~ y = xlog(log(cx?)),
x
2
vi) log|z| — 7 = —loglz|+ &k ~ loglyl = 2\/§—|— k, wvii) log|z* + 2| = log|z| + k& ~
z )

1
yt 423y = ca®, wviii) % =logl|z|+k ~ y? =2x?logecx?, ix) §e2/z—4log|z| =4log|z|+k ~

e?*/v =logey®, x) log|secz| =loglz|+k ~ y= xarccos(f).
T

Problema 1.1.5

a) Si (xo,yo) es el punto de intersecién de las dos rectas Az + By+C =0, Dx+ Ey+F =0, en
las nuevas variables las rectas pasan por el origen, Aw + Bz = 0, Dw + Ez = 0. La ecuacién

queda
Aw+ Bz
/_
=1 (Dw +Ez>

que es homogénea.
b) Sustituyendo D = AF/B,
Ar+By+C  Ax+By+C
Dz +FEy+F  E(Az+ By)+F)

que es una funcién de Az + By, por lo que poniendo z = Ax + By la ecuacién queda

S=A+By =a+Bf (210 )
§Z+F
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Problema 1.1.6 i) z =22 +2y +4 ~ 2/ =2(1 +2%) ~» 2 =tg2zx +¢c) »y = -2 -z +

1
5tg(2x+c); i) z=x—y+5~ cotg(x —y+5)+cosec(x —y+5)=c—uz; i) w=x—1, 2=

5
y+5~=>QaurctanyjL =loge((x —1)2+ (y+5)?);iv) z=ax+y~x—y+5dloglr+y—1| =c.
x_

Problema 1.1.7 ), 4ii) y vi) no son exactas, ii) si ¢ es el potencial del campo F =
4

9 )
(y — 2%, 2 + %), se debe tener 22 =y — 2% w ¢ = 2y —  + g(y); az—“g’—xw?’w

ox 4
4
g=Liasio= eyt ot by = e i) a?Pla? — 4P = ¢ v) acd +senzeosy = c
1
vii) 2%y® + ysenx = ¢, wviii) e27T¢ = 1+7xy7 i) 2%y% + 223y = c.
—ay

oM oM
Problema 1.1.8 a) — = f' = — = -1 ~ f(y) = c—y; b) (uf)y = —p ~ p =

oy ox
1 1 1
o= [ e uly) = 75 ~ 2 = yle +loglyl),
f f y?

O((4a +3y°)p) _ 9(3xy*p)

Problema 1.1.9 i) Intentamos p = u(x), ~ 9y% = 3y +

y ox
/
2
3zy’y ~ E_2. p = z2; la solucién ahora es, z* + 23y> = ¢; i) si intentamos de nuevo
TR
"8 2
= p(x), obtenemos la ecuacién K G:EgijL, que es imposible, pues el término de la derecha
po 6y —u
1
no depende sélo de z; intentamos entonces p = pu(y), y obtenemos u(y) = —;, con solucién
2 +§+3y = ¢; i) p(y )—Seny,x seny = c; iv) M(?/):?, S te=o v) wy) = y°,
ysenz + yt = ¢ m) p(r) = 22, 2%y =c.

Problema 1.1.10
6(7x4+n l+m _ g.n 8+m) B a(2x5+nym _ 9w1+ny7+m) . { T(m+1)=2(n+5)
3(m +38) =

oy oz
que implica n = 2, m = 1; solucién z7y? — 23" = c.

_ (3 1 1
Problema 1.1.11 i) p = e fw:3wy:(/:1:3,u+c):x3(m+c), 1) po= €e* ~
x [
1
W, iv)ﬂlzexwy:(xu

e+ 2?2 —2x+2, v)u=senx ~ y = (2 +c)cosecw, vi) pu = 3 Y= 2%(c — 1),

y = e %(c+ arctane®), i) p = 1+ 2% ~ y =

Senx — rCcosxT + ¢

.. _ _ _ _y2 _ 3 2 y
Vi) = xSenT ~> Y pra— , vitd) p=e Y ~x=(3y*+c)e
) 1 , z 1 B
Problema 1.1.12 i)z = -~ 2 == -1~ z=z(c—loglz|) wy= ——"—F—=; i) 2 =
” : 2(e — Toga])
1 2
— 2= ZE 9ty = 22(c—22) ~ 22y (c—2?) = 1; i) 2 = y® ~ 23y +32(6—2?) sen x+
x x
1 1
3

92— x?)cosz = ¢; ) 2z = y/3 v y = (20 + ca?)3; v) z = 7 ~ 2(% - §+ce_10”“) =1.
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1
Problema 1.1.13 Es una ecuaciéon de Bernoulli que se puede resolver con el cambio z = —;
y Y
también es una ecuacién homogénea que se puede resolver con el cambio w = <; solucion
x

2 — 22y 4 e = 0.
Problema 1.1.14 z =logy ~~ 7 = @z — P, lineal; solucién y = ecz+2x2_

Problema 1.1.15 Si u(x,y) = ¢(s), s = + 32, se tiene

AN(Bx+2y+y*)u)  O((x+4ay 4 5y*) )

dy ox
~ (24 2y)d + (32 + 2y + y?)2y¢’ = (1 4+ 4y)¢ + (x + day + 5y?) ¢’
/ 1 1
> ﬂ = = — ~> gb =s;

6wty s
la ecuacion (z + y2)(3z + 2y + y2) dz + (z + y?) (@ + 4y + 5y2) dy = 0 es entonces exacta, con
solucién 3 + %y + 222y% + 22y + zy* + ° = c.

Problema 1.1.16 i) Homogénea y Bernoulli con n = 2, y3 = z3(3log|z| + ¢), ii) lineal,
22y +cos 2z = ¢, i4i) diferencial exacta, 3224 2y? +12y? = ¢, iv) diferencial exacta, e*Y +seny =
¢, v) tipo Bernoulli y también diferencial exacta, zy> + x cosx —senx = ¢, vi) tipo Bernoulli o

2
con un factor integrante, z3y? + ~2% — 2log |z| = c.

3
Problema 1.1.17 i) p=1y ~ p = —L w p =5 sy = ¢y log|a| + ca; i) p(y) = y/(x) ~
X X
p’:%Wp:cywy:cwclx;iii)p(y):y’(l‘)wplz—gwngwy2zclfﬂ+02; ) p =
3
p P x p
VP =—4 T mp= s w2l (Y- @) =) py) =y (@) P =T e p=cy
x x c— T Y

k2 c
p’:—y«/»p:j: k2y2+cwy:clekx—l—cze_k’”;vi)p:y’Wp’:—£+4v~>p:2x—i—fw
P x x

y = 22 + c1 log |z| + co.

-1
Problema 1.1.18 2z = y — z verifica 2/ = 272, que es de variables separadas, z = n ; la
x+c
1 L ( ) 1
solucién es y(z) = x — .
Y T +c

1
Problema 1.1.19 Sustituyendo y = kx® se tiene kaz®~! = 3x6—2kxa+4—§k2$2a+2+2k‘xo‘_l,

2.2
T4z 2z
por lo que o = 2, k = 3; poniendo z = y — 322 queda la ecuacién 2’ = 3 + == ahoraw = 2!
. o , 2 2w _ » 1 L[, 15¢ — a°
verifica la ecuacion lineal w' = —— — — que tiene solucibon w = — (c— 5 [ " | = ———5—;
3 =z x2 3 15z
1522
finalmente y = 322 + T
k — xb
1.2. Aplicaciones
1 3 I 2 22 1
Problema 1.2.1 i)y} = ¥_ — i) y) = Y _ — i) o) = Yy __
T Yo x Yo 2xy Y
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2
Problema 1.2.2 i) Ecuacién de la familia, ¢y = %Y s ecuacién de la familia ortogonal,
x
— 1
y = Tx, solucién 2y% + 2 = k; ii) y = 1 i 5 ~ 2log ly| = 2?24y ks i)y = -~y =
Yy -y Yy
_9 _
2 + k; w) Yy = 3—$ 202 4+ 32 =k wv) Yy = th ~ 2logcoshy + 22 = k; vi) ¢y =
Yy gny
—x? x z2/3
— e 24y =k i) Y = 5 o~ 2y — 30 = ks wiid) Y = =75 yP3 — b3 = k;
Yy ) Yy
in)yf = % 2 =y =

Problema 1.2.3 Dada la curva y(z), recta tangente en P = (x,%0), ¥ = y(xo)+y (zo) (z—x0);

puntos de corte de ésta con los ejes, A = ((zo — y/((xo)) ,0), B = (0,y(x0) — oy (z0)); igualando
¥ \Zo
2
distancias |[AP|* = |BP|? ~ 23 + 23y (z0)? = 5,((20))2 + y(z0)?; como P es genérico, se tiene la
0
2
EDO z%(1 + (v')?) = (y/)Q (14 ()2 ~y' = +7 . y = E, y = cz (la segunda es trivial).
y x x

Problema 1.2.4 Sila parte inferior S tiene mitad de area que la superior So, tendra un tercio
T

1
de édrea del cuadrado, es decir, y(s)ds = 3%y~ 3y =z +y ~ y = ca?; si la proporcién es
0

al revés se obtendria y = ¢\/z.
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52

S1

1
Problema 1.2.5 a) Es una ecuacién de Bernoulli o de variables separadas, P(t) = T et
2 4+ ce”
a
1
imponiendo el dato inicial, P(t) = PR — b) sit = 0 corresponde a 1990 y cal-
culamos en miles de peces, tenemosaM = 1,aP(2) = 3, P(4) = 5, que implica el sistema
1
=3 1
br(i—2)ye2e 7 b X+(1-X)Y=_,
.t 1 a)e denotando — = X, e 2* =Y, se tiene ) 31 que
=5; “ X+(1-X)Y2=_2,
d et ( ; 5
da X = =, Y = =; finalmente, como e~ = Y*/2_ge tiene la solucién P(t) = ————; en 1998
6 5 1+ 51-t/2

12
se tiene P(8) = 2—15 ~ 5.952 peces; c) th’m P(t) = % =6 ~» 6.000 peces.
—00

4
Problema 1.2.6 a) Volumen V = §7TR3, drea A = 4wR?; la ecuacién V' = —kA implica

1

2
obtiene ¢ = 2, k =1, lo que da R(t) = 2 —¢; R(t) = 1 implica ¢t = 1 hora; b) R(t) = 0 implica
t = 2 horas.

4TR?’R' = —k47R2, es decir, R = —k, con solucién R(t) = ¢ — kt; si R(0) =2y R(Z) = g, se
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Problema 1.2.7 d'(t) = —kd(t) ~ d(t) = doe ™™, d(o) = do ~ ek =277 d(t) =

2
t do 15,30 ,
do2” s ~t =0l ——) ~ T = 56001 67 1 2017);
0 o 0g2(d(t)) 0gs( a0 ) + 67 (actualidad 2017);

a) Ty = 3.925 anos; b) Th = 8.211 anos; ¢) T3 = 12.257 anos.
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