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2. Ecuaciones lineales de orden superior

2.1. Ecuaciones lineales de orden n con coeficientes constantes

Problema 2.1.1 i) M2 +2\ -3 =0~ A\ = 1, a0 = =3 ~ y = c1e® + c2e 3% ii) A =
+2 vy = 1% 4 e dii) A = 1, Ao = =5~y = 1% + cae i0) A = £220 ~ y =
—14+iv5

—_— >

€108 2v2x 4 casen2v/2x; v) A= =240 ~ y = e (¢ cosx + casen); vi) A = 5

\/gx) + e Sen(\/gw)).

y = e */2(¢y cos(

Problema 2.1.2 i) solucién homogénea y;, = c1e?* + coe™%; solucién particular Yp = At s
1 1
A= 3 solucién completa y(x) = c1e®® + coe 5% + 5641; ii) solucién particular y, = Az?+ Bz +

C ~ A=5,B=4,C = 2; solucién completa y(z) = e%(ci cos 2x + casen 2z) + 5x? + 4z + 2;

iii) solucién particular y, = Are™** ~» A = —4; solucién completa y(z) = c1e3* + e 2%(cy —
4x); iv) solucién particular y, = Acos2z + sen2z ~» A = 2 B = —}; solucién completa
y(z) = cre® + ce®® + %(3 cos2x — sen2z); v) solucién particular y, = Ae™2® + Bz?e® ~
A= %, B = %; solucién completa y(x) = e*(c1 + cox + %aﬁ) + §e*2"”; vi) solucién particular
yp = (Az + B)cosz + (Cx + D)senz ~» A =0, B = —%, C = —%, D = 0; solucién completa

1
y(x) = c1e” 4 cpe™* — i(cos x + xsenx); vii) solucién particular y, = e*(Acosz + Bsenx) ~

4 3 1
A= £ B = 5 solucién completa y(z) = e3%(c; + cox) + gex(ll cosx + 3senx); viii) solucién

particular y, = Acosz+ Bsenz +Cz?+ Dz +FE~A=-1,B=0,C=1,D= -1, E = —2;
V3z

x
solucién completa y(x) = e=*/2(¢; cos + co sen ) —cosx + 2% —x — 2.

Problema 2.1.3 i) A\ = 0, Ay = 1, A3 = 2 ~ y(x) = c1 + 20 + 20?7 ii) y(x) = c1e® +

V3z

e %/2(¢y cos $); i1i) A = *a dobles, y(r) = e (c1 + cax) + " (c3 + cux);

+ c3sen

15 3 1
) y(z) =e*(c1 +0233)+03e*2x+5+5x+ 5:102; v) y(z) = e*(c1 —1—021‘—1—1:62)4-03 cosT+cysenx.
Problema 2.1.4 i) Las soluciones de la ecuacién caracteristica son A\; = 0, Ao = 1, por lo
que ésta es A2 — X = 0, que corresponden a la ecuacién diferencial y” — ' = 0. i) A2 =
+3i ~ N +9 =0 ~ y' +9y =0.i0i) \y2 = —2 doble ~ ' + 4y +4y = 0. iv)
M =2 dz==xi v~ ¢y =2y +y —2y=0.v) \j23=1triple ~ 3" =3y +3y —y=0.

Problema 2.1.5 y;(x) —y2(z) = 2e73% debe ser solucién de la ecuacién homogénea; lo mismo
ocurre para yi(r) — y3(x) = e 3% + xe 3. Por tanto A = —3 debe ser solucién doble de la
ecuacién caracteristica, asi que a = 6, b = 9. Ademé&s e debe ser solucién de la ecuacién
completa, con lo que f(x) = Ae™*; sustituyendo se obtiene A = 4. Finalmente la solucién
general es y,(7) = e 3%(c; + cox) + 4e 2.

Problema 2.1.6 a) Basta sustituir; b) la solucién general es z,(t) = cje! +cae ™t +cge ™2 +e¥;
imponiendo los datos, z(t) = 2ef — e2¢ + .
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Problema 2.1.7 i) z(t) = cie ! 4 cpe™3 = i(e*t —e73): di) 2(t) = e (e + cot + c3t?) =
2
22 (—4t? 4 4t — 2); i) x(t) = c1 + cat + c3t? + e H(cqcost + czsent) = 7 Ft+l iv) x(t) =
2

1+ ot +est? +Feget Feose St = —et £ 3 t+1.

Problema 2.1.8 La solucién general de la ecuaciéon homogénea es yp, (z) = c¢1+coe”+c3ze”; por
tanto una solucién particular de la ecuacién completa es y,(z) = Ax+ Bx?e® 4 Ce®®, obteniendo
A =2 B=-12,C = 1/2; la solucién general es entonces y,(z) = yp(x)+yp(x), donde los datos

1
iniciales dan ¢; = 11, c3 = 0, c3 = 9; finalmente y(z) = e®(—11 + 9z — 1222) + §€5I + 2z + 11.

Problema 2.1.9 ) Las soluciones de la ecuacién homogénea son y; = cos2x, y, = sen 2z,
con wronskiano W = 2; poniendo entonces y, = u cos 2z + v sen 2z, se tiene

1 1 1 1
u——/2sen2xtg2xdx—4(Sen2w—log\se62x+tg2x]), U—/286n2$dx_—40082x;

—1
finalmente y,(x) = 4 ¢os 2z log | sec 2z + tg 2x|; ii) y1 = e %, yo = e T, W = e 2%,

1
u= —/e%xe_xe_x log x dx = —ZxQ(logx —1),v= /62%_%_9& logzdx = z(logx — 1),

1
yp(z) = 2?e (< logz —

2 §); iii) g1 = e %, yo = 37, W = 47,

4

yp(x) = —e™ 7 / 16z dz + 37 / 16z~ dx = 2¢7%(822 + 4a — 1);

también se podria haber buscado directamente y, = (Az? + Br)e™; iv) y1 = e % cos 2z, Yo =
e *sen2x, W = 2e 2%,

1 1 1
yp(x) = —e ¥ cos2x / 2 tg2x dr + e * sen 2$/2 dx = Ze_x(cos 2z log | cos 2z| + 2z sen 2x).

Problema 2.1.10 i) k(k—1)—4k+4 =0~ k1 = 1, kg = 4 ~ y(z) = crz+cox?, i) k = £n ~

y(x) = c12™ 4+ cox™™, iii) k = 0 doble, y(x) = ¢1logx + c2; también se podria haber resuelto

por reduccién de orden; iv) ki1 = 0, ks = 1, ks = —1 ~ y(z) = c1 + cow + c3z™ 1, v) by =

Lky =2 ks = —1~ y(z) = c17 + con® + cgz™t, wi) ky = 1, kag = i ~ y(x) = c1z +
2

cz cos(log z) + e sen(logx) , vii) ki = —1 doble v y(z) = cia~! +caz™ ' logw + % viii) ky = 1
4
triple ~ y(m) =c1x + coxlogx + c;;x(log x)2 + % )

_ (1 1 . CoS T €T sen x
Problema 2.1.11 Como W =e~ J =z = — se tiene y3 = 5 dv = .
x vV | xcos’x NI
2z r? -1

Problema 2.1.12 i) Como W = eJ -1 = 22 — 1, se tiene yo = x 5 = 22+ 1;
x
2 4 4 2
—1
por otro lado, y, = —x/(x2 +1) 4 (2* = 1) / w(il) = —% — 22+ % + %; finalmente
x —
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4 2 x2—2 xT 1
y(x) = gz + co(2? + 1) + % - %, i1) Como W = e’ 2°+z = e(a;;—)’ se tiene yo =
1 1 2
/(:B + 1)e® = €%; por otro lado, y, = —/1'2 + e””/xe_x = —% — z — 1; finalmente
x x

2

y(z) = crz™! 4 coe® — % —z— 1.

2.2. Aplicaciones
Problema 2.2.1 k; =0, ko =2, kg = —1, ky = =3 ~ 2(t) = c1 + cot? + 3t~ + cqt 3.
Problema 2.2.2 Si Q' = I, el problema para Q es

Q" +2Q" +10Q = sen 2t,

Q(0) =0,
Q'(0) = 0.
La solucién es Q = e !(cq cos 3t + cosen 3t) + A cos 2t + Bsen2t, donde A y B se obtienen por
1
el método de coeficientes indeterminados, A = I3’ B = 2% mientras que c¢; y co se obtienen
1 7
de los datos iniciales, ¢; = 13’ cy = ~39° Finalmente I = Q' = —Ee_t(?) cos 3t + 3 sen 3t) +

1
1—3(3 cos 2t + 2sen 2t). También se podria haber estudiado desde el principio el problema en la

intensidad de corriente
I" +2I' + 101 = 2 cos 2t,

1(0) = 0,
I'(0) = —10Q(0) — 2Q’(0) = 0.

Problema 2.2.3 La constante del muelle es k = 100N w

= 50Nw/m. Por tanto el problema

resultante es
0,52" 4+ 62’ +50x =0, t>0,

2(0) =05

z'(0) = —15.
La solucién es x(t) = e7%(0,5 cos 8t — 1,5sen 8t).

1
Problema 2.2.4 i) u(t) = ¢; cos 2t + cp sen 2t + A coswt + Bsenwt, con A = FpEL B =0,
— 2w
1 1
€= —ggg 2= 0, es decir, u(t) = m(cos 2t — coswt); i1) wusando la regla de
1

L’Hopital, u(t) = ul)lglz m(cos 2t — coswt) = §t sen2t; iii) u(t) = cj cos2t 4+ casen 2t +

1 1
Acoswt+ Bsenwt, con A=0, B = g a=c= 0, es decir, u(t) = gtsen 2t.
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