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5. Problemas de Sturm-Liouville

5.1. Autovalores y autofunciones

Problema 5.1.1 i) A\, = n?7%, n > 1, p,(x) = sen(nnz). ii) A\, = n?7%, n > 0, p,(x) =
cos(nmx). iii) Ay = (n+1/2)%72, n >0, on(z) = sen((n + 1/2)7x).

Problema 5.1.2 i) A\, = n’7? —3/4, n > 1, y,(x) = e */?sen(nwx). ii) \g = —1, yo(z) = 1;
An = (40272 = 3)/12, n > 1, yp(z) = /% (sen(nmz) — 2T cos(nrz)). iii) Ao = 0, yo(z) = ze™7;
An = —p2, n > 1, donde p,, = n—ésimo cero positivo de la funcién f(z) = tgx — x, y,(z) =
o

Tsen(unx).
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Si A = 0 se tiene 22¢? =0 = ¢ = 0. Asi A = 0 no es autovalor.

Problema 5.1.3

>0

Problema 5.1.4 i) Tomamos como funcién test ¢(x) = 1 — 22, que verifica ¢'(0) = ¢(1) = 0.

Asi
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(Tomando ¢(z) = cos(mz/2) la cota es mejor, A} < 16 + 37~ 2,59). ii) Con ¢(z) = 2% — 2,
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5.2. Series generalizadas de Fourier

A

IN

iii) Con ¢(x) = 2% — 3,

Problema 5.2.1

a) Poniendo u(x,t) = X (x)T(t) se tiene la ecuacién para la variable espacial kX" -V X'+ A X =
0, que no es de tipo Sturm-Liouville.

b) Se tiene el desarrollo

(e 9]
kn®m
u(z,t) = Z ane"?"/% sen(nra/L)e” kT L,

n=1
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9 L
El dato inicial implica a,, = T / (f (x)e="0%/2k) sen(nma/ L) da.
0

Problema 5.2.2 Igualando coeficientes se tiene H = p, aH = p/, que implica H(x) =
J¥ a(s)ds
e .

Problema 5.2.3
A
a) Con H(z) =1/z se tiene (x¢') + ;qb =0.

/ (@) de

b

©*=dx
1 T

b) Para cada par (p, \) se tiene A\ = > 0. Si A =0 se obtiene ¢’ =0, que a su vez

lleva a ¢ = 0.
¢) A =n%72/(logh)?, n > 1, p,(z) = sen(nrlogz/logb).

d) Las autofunciones son ortogonales con peso o(z) =1/z.

b T
1 1 1 logb
/1 sen(nqogix) (%) p de = % ; sen(nmz) sen(mmnz)dz =0, n #m.
e) Es claro que sen(nmlog z/logb) = 0 en los puntos = = b™/™ m =1, 2, --- , n—1. (O también

se puede ver que los ceros son x = b*, donde z son los ceros de sen(nz) en 0 < z < 7).
Problema 5.2.4 -
u(r,t) = Z anJO(noynr/a)ef(knga”/a%t,
n=1

donde 7, = n—ésimo cero de la funcién de Bessel Jy, y los coeficientes se calculan por

/Oa f(r)Jo(nonr/a)rdr
/a Jg(nomr/a)r dr ‘
0

Gn

Problema 5.2.5
a) Representa la vibracién de una cuerda sujeta por los extremos, con una fuerza de reaccién

ou
au, si a > 0 (o de amortiguamiento si a < 0), y un rozamiento Fn (si B < 0) proporcional

a la velocidad.

b) Poniendo u(z,t) = X (x)T(t) se tiene Tj X'(z) + o(x) = a7 ﬂ(x)H/(t) Necesitamos

ple)X(x) = plx)  H(t)  plx)H(1)

pues S(x)/p(x) = cte.

¢) Sea = cp. Las ecuaciones separadas son To X" + (a« + \p)X =0, H'" — kH' + \H = 0.
Las soluciones de la parte temporal son, dependiendo de los valores de A que resultasen de
la ecuacion espacial,

ekt/2 [01 senh(ty/k?/4 — X) 4 co cosh(t\/k? /4 — )‘)} , si A <k?/2,
T(t) = M2 (1t + co), si A= k?%/2,
okt/2 [01 sen(ty/A — k2/4) + ¢y cos(ty/A — k:2/4)] , sioA>k?/2.
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Problema 5.2.6 Resolviendo la ecuacién espacial obtenida al separar variables, se tiene A\, =

272/L2?, n > 1, X,,(z) = sen(nmx/L). La ecuacién temporal es T” + a1’ + (b + A\)T = 0. Su
solucién es diferente segtin los valores de A en relacién con a y b. Asi, si 72/L? > a®/4 — b, la
solucién del problema del telegrafista es

[e.9]

Z ~U/2 (A sen(wpt) + By, cos(wyt)] sen(nmz/L),

22 2
donde w,, = nL727 — az + b, y los coeficientes son
B 2 [t
A, = gw:’ = L/o f(s)sen(nws/L)ds

L Ja
Si existe M € IN tal que M — 1 < — Z_b<M la solucién es

0
M—-1
u(z,t) = Z e~ %2 [C,, senh(z,t) + Dy, cosh(z,t)] sen(nmz/L)
n;l
+ > e "2 [A, sen(wnt) + By cos(wyt)] sen(nra/L),
n=M
2 22
donde z,, = \/ az —b— %—, y los nuevos coeficientes son
D 2 (L
Cp= C;z:, D,, = L/o f(s)sen(nws/L)ds
N L [a? g
Si existe M € IN tal que — T b= M, la solucién es
77
M-1
e~%/2 [0, senh(z,t) + D,, cosh(zpt)] sen(nmz/L)
n=1

+ e~ ®2(Ept + Fry) sen(Mmz /L)

o0
+ Z e~ 2 [A,, sen(wpyt) + By, cos(wyt)] sen(nmx /L),
n=M+1

donde los nuevos coeficientes son

F, 2 [t
Ey = a4 M = / f(s)sen(Mns/L)ds
2 L J,
Problema 5.2.7
n?r?  m2r?
a) Apm = 7B + gz >0, m>1, ppm(z,y) = cos(nmz/L)sen(mny/H).

b) Si L = H, se tiene A\ = Amn, mientras que @p m # @mn para todo n # m. Si L = 2H lo
mismo ocurre con los pares (n,m) y (2m,n/2) para todo n # m.
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H /
) dx - / sen(%) sen(mgy) dy,
0

/ / On,m Pn/ m/dyda:—/ cos( L )co(

que es cero siempre que n # n’ 6 m # m/'.
Problema 5.2.8

a) Separando variables u(Z,t) = X (Z)T'(t) se obtienen los problemas

A

X =0, 08;

Sean (¢, \) y (¥, 1) dos pares de autofunciones y autovalores. Las ecuaciones correspondientes

son Agp + 5¢ =0, Ay + %w = (0, Multiplicando la primera por 1 y la segunda por ¢,
c c

restando e integrando en {2 se tiene, utilizando las condiciones de contorno,

1
0= [ wao—oau) = =) [ ov

1
Por tanto si A # p se tiene que ¢ y ¥ son ortogonales con peso o(Z) 23
(@
@ [ 1P
>0.5A=0

b) Por el cociente de Rayleigh, para el par (A, ¢) se tiene A\ = —F—— >
[l

la correspondiente autofunccién verifica / ]Vg0|2 = 0, es decir, es constante; pero el dato

frontera implica ¢ = 0.

¢) Sean (¢, An), n > 1, los pares de autofunciones y autovalores. Resolviendo la ecuacién
temporal se tiene que la solucién tendra la forma

Z [Ay, sen(wnt) + By, cos(wnt)]on(Z),

donde las frecuencias de vibracién son w, = v/ A,.

Problema 5.2.9

2
., . . . M2n,m
a) Los autovalores de la ecuacién espacial obtenida al separar variables son A, ,, = —=,
n, m > 1, donde 12y, ;, = m—€simo cero de la funcién de Bessel Js,,. Por tanto las frecuencias
. . Cl2n,m
de vibracion son wy, ,, = .
’ a

u(r,0,t) = Z Z [Ap m sen(wn,mt) + Bpm cos(wn mt)] sen(2n8) Jon (N2nmr/a),

n=1m=1



Problemas Cdlculo 11T 32

donde los coeficientes son A, ,,, = 0 para todo m, m > 1,

/2
/ / ) sen(2n0)Jay, (N2n,mr/a)r drdf

i / J3 (Non.mr/a)r dr
0

Bnm*

)

Problema 5.2.10 Como la ecuacion y los datos son independientes de 6 y el dominio es
invariante por rotaciones alrededor del eje vertical z, la solucién no dependerd de 6. Separamos
variables entonces en (7, z,t) y la solucién es

u(r, z,t) Z Z An,m sen(nmz/H)Jo(nomr/a)e “Anmkt

n=1m=1
2,2 2

nemw Mom . , . .,
+ a—é, siendo 79, = m-—¢ésimo cero de la funcién de Bessel Jy, y los

donde )\n,m == W

coeficientes son

H/ / f(r,z)sen(nmwz/H)Jo(no,mr/a) rdrdz‘
/0 JE(No.mr/a)rdr

an.m =

Problema 5.2.11 Separamos variables en (r,6, z,t) y s6lo hay que tener cuidado con la apa-
ricién de soluciones constantes en algunos casos por la condicién Neumann en la frontera. La
solucién es

u(r, 0, z,t) = Z cos(nmz/H) Amgvoe*’\”’o’okt—i—z Z Apmp cos(2m9)ng(ugm,pr/a)e*)‘”vmﬁpkt} )

n=0 m=1 p:l
donde )
2,2
nem 14
g TAm = a2 0,m 2 0,p 21,
A/r-[’?Tr-[WI) =

n2n?
?, n Z 0, m=p= O,

siendo v, , = p—€ésimo cero de la funcién J4,.. Claramente

) 1 4 /2 ra
tlggo u(r,0,z,t) = Apoo = @ /Q f= 7m2H/0 /0 ; f(r,0,2)rdrdfd:z.
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