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CÁLCULO III. Resolución Problemas
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6. Transformada de Fourier

6.1. Propiedades básicas

Problema 6.1.1 a)

∫ ∞
−∞

g(x) dx = α

∫ ∞
−∞

f(αx) dx =

∫ ∞
−∞

f(y) dy = 1;

b) ĝ(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

αf(αx)eiωx dx =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(y)eiωy/α dy = f̂(ω/α);

c)

∫
Rn
βf(α~x) d~x = βα−n

∫
Rn
f(~y) d~y = 1 si β = αn;

b) ĝ(ω) =
1

(2π)n

∫
Rn
αnf(α~x)ei~ω·~x d~x =

1

(2π)n

∫
Rn
f(~y)ei~ω·~y/α d~y = f̂(~ω/α).

Problema 6.1.2 a)

∫ ∞
−∞

α e−β(x−x0)2 dx =
α√
β

∫ ∞
−∞

e−z
2
dz =

α√
β

√
π = 1 si α =

√
β

π
;

b) el ĺımite ĺım
β→∞

√
β

π
e−β(x−x0)2 = 0 es obvio pues la exponencial domina a la potencia

√
β,

siempre que x 6= x0;

c) ĝ(ω) =

√
β

π
eiωx0F(e−βx

2
)(ω) =

1

2π
e
−ω

2

4β
+iωx0 −→ 1

2π
eiωx0 ;

d)
1

2π

∫ ∞
−∞

δ(x− x0)eiωx dx =
1

2π
eiωx0 ;

e) K(x, t) =
1√

4πkt
e−

x2

4kt , verifica los apartados a) y b) con β =
1

4kt
→ 0.

Problema 6.1.3 f̂(ω) =
1

2π

∫ 1

−1
eiωx dx =

eiω − e−iω

2πiω
=

senω

πω
.

Problema 6.1.4

f̂(ω) =
1

2π

(∫ 0

−∞
eαxeiωx dx+

∫ ∞
0

e−αxeiωx dx

)
=

1

2π

(
1

α+ iω
− 1

−α+ iω

)
=

α

π(ω2 + α2)
.
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Problema 6.1.5 F(∆f)(~ω) = F

 n∑
j=1

∂2f

∂x2
j

 (~ω) =

n∑
j=1

(−iωj)2f̂(~ω) = −|~ω|2f̂(~ω).
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Problema 6.1.6 Por la definición de convolución,

g(0) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(y)h(−y) dy =
1

2π

∫ ∞
−∞
|f(y)|2 dy;

por la definición de transformada de Fourier inversa, además de la transformada de la convolu-
ción,

g(0) =

∫ ∞
−∞

ĝ(ω) dω =

∫ ∞
−∞

f̂(ω)ĥ(ω) dω =

∫ ∞
−∞

f̂(ω)f̂(ω) dω =

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2 dω.

Problema 6.1.7 Calculamos la transformada de Fourier, F(−u′′ + u)(ω) = (|ω|2 + 1)û(ω) =
(|ω|2 + 1)ĝ(ω)f̂(ω) = f̂(ω); por tanto −u′′ + u = f .

6.2. Transformación de ecuaciones

Problema 6.2.1 F(−u′′ + λ2u)(ω) = f̂(ω)  (|ω|2 + λ2)û(ω) = f̂(ω)  û(ω) =
f̂(ω)

|ω|2 + λ2
;

por tanto u = f ∗ g donde ĝ(ω) =
1

|ω|2 + λ2
; esto implica g(x) =

π

λ
e−λ|x|. La solución es

finalmente u(x) =
1

2λ

∫ ∞
−∞

f(y)e−λ|x−y| dy.

Problema 6.2.2 a) Transformando el problema se obtiene


∂û

∂t
= −kω2û− ciωû, t > 0,

û = f̂ , t = 0.
,

que da û(ω, t) = f̂(ω) e−(kω2+ciω)t, es decir,

u(x, t) = f ∗K(x+ ct, t) =
1√

4πkt

∫ ∞
−∞

e−
(x+ct−y)2

4kt f(y) dy.

b) u(x, t) =
1√

4πkt
e−

(x+ct)2

4kt , que es una gaussiana que a la vez que con el tiempo se rescala

disminuyendo y extendiéndose, se va desplazando hacia la izquierda, si c > 0, con un máximo
en x = −ct.
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c) Si ponemos u(x, t) = v(x+ ct, t), se obtiene que v satisface la ecuación del calor.
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Problema 6.2.3 a) Transformando el problema se obtiene


∂û

∂t
= −kω2û− γû, t > 0,

û = f̂ , t = 0,

que da û(ω, t) = f̂(ω) e−(kω2+γ)t, y por tanto

u(x, t) = e−γtf ∗K(x, t) =
e−γt√
4πkt

∫ ∞
−∞

e−
(x−y)2

4kt f(y) dy.

b) Si ponemos u(x, t) = e−γtv(x, t), se obtiene que v satisface la ecuación del calor.

Problema 6.2.4 a)

f̂(ω) =
1

2π

(∫ 0

−a
(a+ x)eiωx dx+

∫ a

0
(a− x)eiωx dx

)
=

1

2π

∫ a

0
(a− x)

(
eiωx + e−iωx

)
dx =

1

π

∫ a

0
(a− x) cosωxdx =

1− cos aω

πω2
.

b) Transformando el problema se obtiene
∂2û

∂t2
= −ω2û+

1

2π
, t > 0,

û =
∂û

∂t
= 0, t = 0,

que da û(ω, t) =
1− cosωt

2πω2
 u(x, t) =

1

2
(t− |x|)+.
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Problema 6.2.5 Transformando el problema se obtiene
∂2û

∂x2
− ω2û = 0, 0 < x < L,

û = ĝ1, x = 0,

û = ĝ2, x = L,

que da û(x, ω) = ĝ1(ω)
senh((L− x)ω)

senh(Lω)
+ ĝ2(ω)

senh(xω)

senh(Lω)
.

La solución es entonces u = g1 ∗ F1 + g2 ∗ F2, donde F1 y F2 son las transformadas inversas de
senh((L− x)ω)

senh(Lω)
y

senh(xω)

senh(Lω)
respectivamente.
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