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6. Transformada de Fourier

6.1. Propiedades básicas

Problema 6.1.1

a) Si

∫ ∞
−∞

f(x) dx = 1, demuestra que la función rescalada g(x) = α f(αx), α > 0, también

tiene integral uno.

b) Calcula en ese caso la transformada de Fourier de g en términos de la transformada de Fourier
de f y estudia su comportamiento según vaŕıa α: las funciones “anchas” tienen transformadas
de Fourier con un pico estrecho cerca de ω = 0 y viceversa.

c) Si

∫
Rn

f(~x) d~x = 1, calcula el cambio de escala g(~x) = β f(α~x) análogo al apartado a) para

que g tenga también integral uno.

d) Calcula ĝ en términos de f̂ .

Problema 6.1.2

a) Dados x0 ∈ R, β > 0, ¿para qué valores de α tiene área unidad la función g(x) = α e−β(x−x0)
2

definida para x ∈ IR?

b) Demuestra que para ese valor de α se tiene ĺım
β→∞

g(x) = 0 para todo x 6= x0.

c) Calcula en ese caso la transformada de Fourier de g(x) y tomar el ĺımite β →∞.

d) Usa las propiedades de integración de δ(x− x0) para calcular su transformada de Fourier.

e) Comprueba que el núcleo de Gauss es una aproximación a la delta de Dirac para t→ 0.

Problema 6.1.3 Calcula la transformada de Fourier de la función f(x) =

{
1, −1 ≤ x ≤ 1,

0, en el resto.

Problema 6.1.4 Calcula la transformada de Fourier de la función f(x) = e−α|x| y comprueba
gráficamente lo dicho en el Problema 6.1.1.b).

Problema 6.1.5 Calcula la transformada de Fourier de ∆f en términos de la transformada
de Fourier de f .

Problema 6.1.6 Dada una función f , definimos g = f ∗ h, donde h(x) = f(−x). Escribiendo

g(0) de dos maneras distintas demuestra que
1

2π

∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2 dω.

Problema 6.1.7 Dada una función f , definimos u = g ∗ f , donde ĝ(ω) =
1

ω2 + 1
. Calcula

−u′′ + u.
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6.2. Transformación de ecuaciones

Problema 6.2.1 Dados la función f y el número real λ > 0, resuelve la ecuación −u′′+λ2u = f
mediante transformada de Fourier.

Problema 6.2.2

a) Usando los teoremas de convolución y de traslación resuelve mediante transformada de Fou-
rier la ecuación de difusión con convección ∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
+ c

∂u

∂x
, x ∈ IR, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ IR,

donde k > 0, c ∈ R.

b) Sea f(x) = δ(x). Dibujar la solución correspondiente para distintos valores de t > 0. Discutir
el significado de la convección c ∂u/∂x.

c) ¿Sugiere la forma de la solución un cambio de variables que simplifique la ecuación?

Problema 6.2.3

a) Resuelve la ecuación de difusión con absorción ∂u

∂t
= k

∂2u

∂x2
− γu, x ∈ IR, t > 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ IR,

donde k, γ > 0.

b) ¿Sugiere la forma de la solución un cambio de variables que simplifique la ecuación?

Problema 6.2.4

a) Calcula, para a > 0 fijo, la transformada de Fourier de la función f(x) = (a− |x|)+.

b) Resuelve mediante transformada de Fourier el problema para la ecuación de ondas
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= δ(x), x ∈ IR, t > 0,

u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ IR.

Problema 6.2.5 Resuelve mediante transformada de Fourier en la variable y el problema
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < L, y ∈ IR,

u(0, y) = g1(y), y ∈ IR,

u(L, y) = g2(y), y ∈ IR.
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