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Problema 1. (2 puntos)
a) Resolver la ecuacién diferencial

@_ x2+y2

dv  xy — 22

b) Resolver la siguiente ecuacién diferencial encontrando un factor integrante que
dependa de una sola variable

(zy — 1) dz + (2% — 2y) dy = 0

a) Se trata de una ecuaciéon homogénea. Mediante el cambio z = y/x obtenemos la
ecuacion de variables separables

dz_1<1+22 )_ 1+2
x

dr  z\z—-1 (z—1)

Se tiene entonces
z—1

1
dz=—dr = z-—2log(l+2z2)=logx+c
x
= 24 2log(z +y) +logz = ¢ = (x4 y)? = kxe?/*.
x
b) Buscando un factor integrante p = p(z), tenemos que para que la nueva ecuacién sea
exacta debe verificarse
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a—y((xy = Dp) = o (@ —2y)p) = op= (22— y)u+ (@ —ay)p
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Por tanto basta tomar y = 1/x. Buscamos ahora un potencial F' para la ecuacién

(y—1/z)dx + (z —y)dy = 0.



Se debe tener

oF 1

—=y—— = F=uxy—logz+g(y)

Ox x

oF 2 2
—=zx+4¢=r—y = g:—y——f—c = F:a:y—logm—y—+c.
dy 2 2

2
Por tanto la solucion de la ecuacion es xy — logx — % =k.

Problema 2. (2 puntos)

a) Resolver el siguiente problema mediante transformada de Laplace.

{ y' =y —2y=3e" -2,
y(0) =0, y'(0) = 0.

b) Resolver el siguiente problema directamente sin hacer uso de la transformada de
Laplace.
{ Y~y =2y = —=3e,
y(0) =0, ¥'(0) =0, ¥"(0) = 1.

a) Si escribimos Y = Y(s) por la transformada de Laplace de y = y(z), la ecuacién

transformada es
3 2 s—2

Y —sY -2V = —— - = — ",
s+1 s s(s+1)
Por tanto
5 —2 1 A B C
s(s+1)(s2—s5—-2) s(s+1)2 s s+1 (s+1)2
Se calcula A =1, B=—1, C = —1. La transformada inversa nos da la solucién

—x

ylr) =1—e"* —zxe

b) La ecuacién caracteristica es A*> — A\ — 2\ = 0, con soluciones A = 0, —1, 2. La solucién
general de la ecuacién homogénea es

- 2
yn(z) = €1 + coe™ " + c3e””.

Como el término de fuente coincide con una de las soluciones de la ecuacién homogénea,
buscamos una solucién particular de la ecuacion no homogénea en la forma y,(z) = Aze™.
Sustituyendo obtenemos A = —1. La solucién general de la ecuacién completa es y;, + y,.
Los datos iniciales implican ¢; = 1, ¢co = —1, ¢3 = 0. La solucion final sera

—T

ylr) =1—e"" —xe




Problema 3. (2 puntos) Dado el problema para la ecuacién del calor no homogénea

0 0?

%—48—;:16sen21 O<z<2m, t>0
u(0,t) = u(2m,t) =0 t>0

u(z,0) = Hsen 2x 0<z<2rm

encontrar una solucién en la forma u(z,t) = A(t) senmz.

Primero observamos que para que se verifiquen los datos frontera debe ser 2m € Z.
Sustituimos ahora en la ecuacion,

A'senma + 4m*Asen mz = 16 sen 2z,

y vemos que debe ser m = 2 (que ademads verifica la condicién anterior). La ecuacién que
debe verificar el coeficiente A, junto con el dato inicial, es

A"+ 16A = 16
A(0) = 5.

La solucién es facil, A(t) =1+ 4e 1% que nos da la solucién de nuestro problema

u(z,t) = (14 4e %) sen 2x.

Problema 4. (2 puntos) Resolver el problema para la ecuacién de ondas

Pu  Ou

W:él@%—f)u O<z<m t>0
) u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

u(xr,0) =2senx +6sen2z O<z<m

0
\a—?(x,O):O O<z<m

Buscando soluciones en variables separadas, u(z,t) = X (z)T'(t), se tiene T"X = X"T —
X//

Tl/ 4X// 1 T//
5T X, es decir T~ 5= ~ 0 mejor, 1 (— — 5) =5 = —A\. Tenemos los problemas

X' +AX =0, O<z<nm T —5+4\T =0, t>0
X(0) = X(7) =0 T'(0) = 0

T

El problema de autovalores es el primero. Se tiene la sucesién A\, = n?, n > 1, X,,(z) =
sen nx. Sustituyendo en el segundo problema, se tiene que la forma de las soluciones de la
parte temporal depende del signo de 4n? — 5. Vemos que es negativo para n = 1 y positivo
para n > 2, por lo que

Tl(t) = Clet + dle_t,

T,(t) = ¢, cos(vdn? — 5t) + d,, sen(v/4n? — 51), n > 2.



El dato velocidad cero en t = 0 implica ¢; = d;, mientras que d,, = 0 para n > 2. Por
tanto intentamos una solucién en forma de serie

u(z,t) = c(e' + e )senx + Z cpcos(V4An? — 5t) sennx.
n=2

El dato en t = 0 implica ¢; = 1, ¢ = 6, ¢, = 0 n > 3. La solucién es entonces

u(z,t) = (' + e ") senx + 6 cos(vV11t)sen 2z.

T// 4X// T/I 4X//
(Si se separa variables en la forma T~ 5= = —\, o incluso — =

+5 =
—\, habria que obtener los autovalores y autofunciones del problema espacial desde el
principio; se obtiene por supuesto la misma solucién).

Problema 5. (2 puntos) Resolver el problema para la ecuacién de Laplace en un cuarto
de anillo

(Au=0 2<r<4,0<60<m/2
g 2<r<4
Zmr/2)_0 2<r<4
u(2,60) =0 0<6<m/2

L u(4,0) = f(0) 0<0<m/2

Buscando soluciones en variables separadas en coordenadas polares, u(r,0) = R(r)H(0),

1 1 2R// R H"
se tiene R"H + —-R'H + —RH" = 0, es decir e A2 = . Tenemos los
r r? R H
problemas
H"+ \H =0, 0<6<m/2 R'+rR —AR=0, 2<r<4
H'(0) =H'(r/2) =0 R(4) =0

El problema de autovalores es el primero. Se tiene la sucesiéon A\, = 4n? n > 0, Hy(0) = 1,
H,(0) = cos2nf si n > 1. Sustituyendo en el segundo problema se tiene una ecuacién
equidimensional (Euler) con soluciones Ry(r) = ¢y + dologr, R,(r) = ¢, r*" + d,r=" si
n > 1. La condicién en r = 2 implica ¢y = —dylog2, d, = —¢c,2*". Por tanto intentamos
una solucién en forma de serie

o0

u(r, 0) = dolog(r/2) + Z Cn (12" — 2479721 cos 2nf).
n=1
El dato en r = 4 implica

f(0) =dolog2 + Z Cn (42" — 2474727 cos 2n),

n=1



con lo que

2 [T 4 [T
dolog2 = —/ f(s)ds, Cn (477" — 2%m472) = —/ f(s)cos2nsds, n>1.
T Jo T Jo

Finalmente la solucion es

2log 7"/2 9dn,.
Trlog2 / f(s)ds+ — 24%_24”4 2n/ f(s) cos2nsds cos2nf

2log(r/2) 020 _ 9dn,.—2n
/ f ( . log 9 + — ; W cos 2ns cos 2nb ds

u(r,0) =




