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I. PROBLEMA CON VALORES EN LA FRONTERA (PVF)

A. Existencia de soluciones de un PVF

Hasta ahora, hemos estudiado problemas de valor inicial para los que el teorema de
existencia y unicidad establece que pueden resolverse de forma tunica bajo condiciones
bastante generales.

También hay problemas en los que las soluciones de una EDO de alto orden (mayor que
uno) o sistemas de EDOs con al menos dos ecuaciones tienen que satisfacer condiciones en
dos o mas valores diferentes de la variable independiente ¢t. Estos problemas con valores
en la frontera (PVF) son més dificiles de estudiar porque la continuidad de las funciones
que aparecen en las EDOs y de sus correspondientes derivadas no garantizan la existencia

y unicidad de una solucién.

Ejemplo 1.

Consideremos el PVF " (z) + u(x) = 0 con «/(0) =0, u(n/2) = 1.

La solucién general de la EDO es u(x) = ¢ cosz + cosin .

Los coeficientes de la EDO son funciones continuas con derivadas continuas y con
W (cosz,sinx) =1 # 0. Sin embargo, el PVF no tiene solucién porque «/(0) = 0 implica
o = 0y u(m/2) = ¢;cos(m/2) = 0 no puede satisfacer la otra condicién de frontera para

ningun valor de ¢;.

La mayoria de los PVFs tienen solucién tnica.

Consideremos
u" + ar(z)u’ + ap(x)u =0 (1)

con condiciones de frontera u'(xy) = a, u(z,) = b.
Si ui(z) y uz(x) son dos soluciones independientes de la EDO (1), su solucién general es

u(z) = Auy(x) + Bug(x), que evaluada en las condiciones de frontera da lugar al sistema

Auli(zg) + Busy(zo) = a,
Aul(xl) + BUQ(ZEl) = b. (2)

Estas ecuaciones pueden ser resueltas de forma tnica para A y B con tal de que el determi-



nante siguiente satisfaga

uy (o) uy(wo) £0. (3)
uy (1) ug(wy)
Esta condicion es la generalizacion de la condicion de Wronskiano no nulo de los PVI y
suele ser satisfecha por los PVFs, aunque no fue asi en el ejemplo 1.
En este caso, el determinante dado por (3) se anula y el PVF o bien no tiene solucién como
en el ejemplo 1, o bien tiene infinitas soluciones.
Esto dltimo se puede ver a partir del ejemplo 1 si tomamos la condiciéon de frontera en
x = m/2 con valor u(mw/2) = 0: Entonces u(z) = ¢, cosz para valores arbitrarios de ¢; es
solucion del PVF.

Esta situaciéon es tipica en problemas de autovalores expresados como PVFs de EDOs,

como veremos después en este curso.

Problemas con valores en la frontera (PVFs) para EDOs no lineales.

En general, los PVF's no lineales son mucho mas complicados de resolver que los lineales.
Seguidamente s6lo daremos unos pocos ejemplos.

La idea es hallar primer el retrato de fases del sistema no lineal, identificar las condi-
ciones de frontera mediante curvas apropiadas y entonces decidir qué trayectorias (si existen)
pueden satisfacer el PVF, teniendo en cuenta que en el "tiempo” que tarda una trayectoria
en unir las curvas " frontera” deberia recorrer la "longitud” L.

Podria darse el caso de que el PVF tuviera varias soluciones correspondientes a trayectorias

diferentes o bien no tuviera soluciones porque no existan tales trayectorias.

Ejemplo 2.
Consideremos el PVEFE:

u'(z) = —asinu(z), u(0)=0,u(L)=a>0, (4)

que se debe resolver en el intervalo 0 < x < L.
Podemos probar que este problema tiene una solucién tinica para a > 7, mientras que puede
tener infinitas soluciones para valores de L suficientemente grandes.

La idea es considerar el plano de fase asociado a (4):

' =v, v =-—asinu=v*—-2acosu=h, (5)



que corresponde al péndulo no lineal representado en la Figura 1.

Observamos que h > —2a para que u'?

sea no negativo.

En este caso, los puntos criticos son v =0, u = n7 (n =0,£1,...).

Los puntos con n par tienen h = —2« y los puntos con n impar h = 2.

En este dltimo caso, las separatrices satisfacen v = +v/2av/1 + cosu y conectan estos
puntos criticos (puntos de silla) por encima y por debajo del eje u en el plano de fase (u,v).
If |h| < 2a, las curvas (5) son cerradas y envuelven los puntos criticos v = 0, u = 2n7w

(n=0,%1,...) y la amplitud A satisface 2accos A + h = 0.

El periodo de las oscilaciones asociadas con estas curvas cerradas es

/A dx 4 /A dx
P=4 = )
o V2acosx+ h V2a Jo Vcosx —cos A

Reemplazando x mediante sin § = sin % sin #, obtenemos

4 [m d 4
P=— ‘ = — K(sin® A),

y el periodo se incrementa con la amplitud A.

K (m) es la integral eliptica completa de primer orden [1]

Si h > 2a, (5) indica que ¢’ nunca se anula, y las trayectorias son curvas abiertas tal y como
se muestran en la Figura 1.

Las soluciones del PVF son trayectorias que empiezan en z = 0 en el eje v (u = 0) y acaban
en la linea vertical © = a para x = L.

Si a > 7, solamente una trayectoria satisface estos requerimientos, obteniéndose

“ d
b= [ = )
0 V2acosz+h
para un h > 2« apropiado dado por (7).

Si 0 < a < m, puede haber varias trayectorias correspndientes a la solucion del PVI, a saber,

aquellas que satisfacen

“ dx
L =nP(h,)+ , 8
nb(hn) /0 V2o cosx + hy, (®)

paran = 0,1,... N, donde P(h) es el periodo dado por (6) y h, es un nimero apropiado
entre 0 y 2a.

n es el numero de veces que la trayectoria rodea al origen a lo largo de la rbita cerrada

4



(
§

(D
D

)
;

FIG. 1: Retrato fasico del péndulo no amortiguado z = u, v = u’.

correspondiente a h,. Cuanto mayor sea L, mayor ser el nmero entero N.

Del mismo modo, hay trayectorias que alcanzan v = a con pendiente negativa y satisfacen

1 * d
L= <n 4 —>P(h;) - / LR (9)
2 0 /2acosz + hl,
para algtin h! apropiado.
Hay casos en los que podemos garantizar que el PVF tiene una tinica solucion:
Teorema. Sean f(x,u,v), 0f JOu y df/0v funciones continuas in la region R = {(z,u,v) :

o<z <x,—00<U<00,—00< V< 00}

Si
g—i(m,u,v) >0, (z,u,v)€R, (10)
‘%(m,u, v)| <M, (x,u,v) € R, (11)

para una constante positiva M, entonces el PVF

u' = f(x,u,u’), u(xg) =a, u(zy) =0b (12)



tiene una unica solucion u = u(z) en ro < x < 7.

Para el PVF lineal dado por la EDO (1) con ay(z), ag(x) continuas y condiciones de
frontera u(zg) = a, u(z;) = b, existe una unica solucién siempre que ag < 0 (esto no se
cumple en el ejemplo 1, dado que en este caso ag = 1).

En el ejemplo 2, 0f/0u = —acosu es negativa para |u| < w/2 y por tanto las

conclusiones del teorema no son aplicables.

B. Material suplementario: Método del disparo para PVF lineales

Nos restringiremos a PVFs con EDOs de segundo orden lineales tales como
u” = pla)u'(z) + q(@)u +r(x), ula) =a, ubd) =5, (13)

con q(z) > 0.
Para resolver numéricamente el PVF (13), usamos el principio de superposicién en el

PVF para calcular numéricamente las soluciones tnicas de dos PVIs diferentes :

V' = p(a) (z) + gy + r(x), v(a) =a, v'(a) =0, (14)
y
w” = p(z)w'(z) + q(r)w, w(a) =0, w'(a) =1, (15)
Entonces
u(z) = v(x) + Kw(x) (16)

es una solucién de la EDO en (13) que satisface las condiciones de frontera

u(a) =v(a) + Kw(a) =a+0=aq,
u(b) = v(b) + Kw(b). (17)

Ahora usaremos otra condicién de frontera para calcular K: v(b) + Kw(b) = 5 que da

K = [ — v(b)]/w(b) supuesto w(b) # 0, y por lo tanto

B —v(b)

u(z) =v(x) + w(b)

w(z). (18)



Dado que g(x) > 0, el PVF (13) cumple las condiciones del teorema y el caso problemético
w(b) = 0 no puede darse.

Ahora, v(x) y w(zx) satisfacen PVIs cuyas soluciones numéricas pueden encontrarse usando,
por ejemplo, un método de Runge-Kutta de orden 4 (RK4)

Podemos calcular el coeficiente K en (18) y obtener la solucién numérica usando la dltima
féormula.

Esto es el llamado método del disparo para PVFs lineales.

Para EDOs de segundo orden no lineales con condiciones de frontera como en (13), el
método del disparo consiste en resolver el PVI asociado a la misma EDO con condiciones
iniciales u(a) = a, v/(a) = p para un p dado.

Llamemos U(x; i) la solucién resultante que se calcula numéricamente usando un método
(por ejemplo, RK4). Entonces U (b; 1) se calcula numéricamente y se compara con el valor
requerido 5. Si no es el mismo, p se cambia y se repite el proceso hasta que U(b; u) = /3 se

satisface.
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