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Modelado

Modelo de Galileo
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Modelo de Newton
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Modelado

Modelado de una poblacién de peces (1)

y' = (tasa de natalidad) — [(tasa de mortalidad) + (tasa de captura)],

medido en toneladas por afio.
El modelo mas simple: las tasas de natalidad y mortalidad son

proporcionales a y(t).
a=>b—d >0 esla tasa de crecimiento:

y'=ay—H, y(t)=y.

Solucién usando un factor integrante:

O = Oy —ay) = T () = Oy 1 uly) = 4 = —a

Entonces = —at y obtenemos e %'y = ¢ + ge_‘” oy(t) = g + ce?t.

y(t) — ﬂ + <y _ H) ea(t—to)‘
a a

Cilculo Diferencial Aplicado (OCW-UC3M) Tema 1 7/29



Modelado de una poblacién de peces (2)

20 Y=y, y(0) =y, Y =y=5/3,4(0) =y
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Crecimiento exponencial de la poblacién cuando no hay captura: PVI con
a=1 H=0en (a)y H=5/3en (b), para varios valores de yp.

=2 (- et -0
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Modelado

Poblacién de peces con crecimiento logistico

Limitacién del crecimiento debido a superpoblacién
y'=ay—cy’—H, y(0)=yo, t>0.

La férmula de la solucidén es complicada. La hallaremos mas adelante

mediante separacién de variables.
Comportamiento cualitativo de las curvas solucién. Resolvemos un

ejemplo: a=1, c= 1—12 H = % por tanto
1
y'= -5 =10y -2):=1f(y), y(0)=y, t=0.

f(y) =0 para y =10, y = 2. Estas son las soluciones de equilibrio.

2 y
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Modelado

Separacién de variables

Separacién of variables:

o dt dy
V=100 -2 = =

t 1 1 1 1 — 10
12 s \y-10 y 2 R
10—y _oe/3 10 + 2Ke2t/3
—Ke 2B — y(t) = ——
y—2 ¢ V() = ez
con K = %e%ﬁ supuesto 2 < yp < 10.

Cuando t crece desde —oco hasta 400, las curvas solucién van desde 2
hasta 10.
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Existencia y unicidad

Teorema

Teorema de existencia y unicidad :

Si f y Of /Oy son funciones continuas en un rectdngulo Ry (to, yo) esta
dentro de R, el PVI:

y =f(ty),
y(to) = o,
tiene una solucién lnica para |t — tp| < d (para algiin 6 > 0 que deja t en

el rectdngulo R). El PVI tiene una solucién (existencia) y solamente una
en R en cualquier intervalo de tiempo t que contenga a tp (unicidad).
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Existencia y unicidad

i Qué pasa si las condiciones del teorema no se cumplen?

Yy =2yY2 y(to) = yo.

f(y) = 2y/? es continua para toda y > 0 pero f'(y) =y no es
continua en y = 0. Una de las condiciones del del teorema no se cumple
en rectangulos que contengan puntos de la forma (tp,0). Separacién de
variables da lugar a t — ty = y1/2 — yg/Q, es decir, y = (y(:)l/2 +t—ty)?
con yp > 0. Esta solucién es valida para yg = 0 pero existen infinitas
soluciones del mismo PVI: y =0 e:

J(t) = { 0, t<s
(t—s), t>s>t.

4
3

~1/2

y!2,_ u(0)=0

f
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Existencia y unicidad

i Qué pasa si las condiciones del teorema no se cumplen?

ty —y=t>cost, t>0 (f(t,y):%+tcost,esnocontinua ent=0)

Multiplicando por 1/t2, obtenemos (y/t)’ = cost, y por tanto
y=tsint+ Ct, t>0.

Esta férmula también da soluciones cuando t < 0 y todas estas soluciones
satisfacen y(0) = 0. El PVI con: y(0) = 0 tiene infinitas soluciones,
mientras que cualquier PVI con la condicién inicial y(0) = yo # 0

i no tiene ningln tipo de solucién !

ty —y=t>cost, y(0)=0
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Campos de direcciones

Campo de direcciones
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Campo de direcciones en el plano (x, y) de la EDO: y' = 9.8 — 0.2y
mostrando la solucién de equilibrio y* = 9.8/0.2 = 49.

Esta EDO describe cémo cae un cuerpo que pesa si su velocidad es y(x) y
su fuerza de friccién es ky, con k = 0.2 kg/s.

y* =49 m/s es la velocidad limite.

Cilculo Diferencial Aplicado (OCW-UC3M) Tema 1 14 /29



Campos de direcciones

Campo de direcciones

y y y
y'' <0 y' >0 y" >0
RSN 7 7 IR AN
SAEEEERAEES y" <0
y >0 1y <0 cwsr e 7
0 X y">0\ ,O,’/y”>ox j W
NN Ny
y'<0 | y>0 y'<0 .| y'<0 :i\i::‘x

Figure: Sectores: (izquierda) decreciente y creciente y(x), (centro) céncava y

convexa y(x), (derecha) informacién combinada acerca de los signos de y’ e y”
= of 4 g—;f = y(y — 2)(1 + 2x%y — 2x?).

para la EDO y" = xy(y —2), cony” = §_
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Campos de direcciones

Campo de direcciones y curvas solucion

%0-15-1.0-05 00 05 1.0 15 2.0

Figure: Campo de direcciones y trayectorias en el plano (x,y) de la EDO
Y =xy(y —2).
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Campos de direcciones

Campo de direcciones y curvas solucion

Y =3ysiny +t
T

e e e e
e e T ANEN
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Figure: Las curvas solucidn se aproximan de forma arbitraria para valores grandes
de |t — to].
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Campos de direcciones

Campo de direcciones para un modelo con capturas

periddicas

y—y® —0.2sint

v

Figure: y ~ 1+ 0.2cost cuando t — 400 para y(0) > 0.1,

y — —oo en cualquier otro caso.
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Soluciones exactas

Soluciones exactas

@ EDO Separable:
M(x) + N(y)y' =0 = [ M(x)dx = — [ N(y)dy + c.

e EDO Exacta: M(x,y)+ N(x,y)y’ =0, %7";’ =N

@ EDO Lineal: y’ + a(x)y = F(x). Usar factor integrante | = e/ 2)dx
para obtener la EDO trivial (ly)’ = F(x)/(x). Entonces
y = e—fa(x)dx[f F(X’)ef a(x")dx” s/ + C].

e EDO de Bernoulli: y’ = a(x)y + b(x)y”. Usar u = y'=F para
obtener una EDO lineal.

e EDO de Riccati: y' = a(x)y + b(x)y? + c¢(x). Hallar solucién
particular, transformar en Bernoulli con y = y,(x) + u(x).

@ Substitutiones: Para y’ = F(y/x), u=y/x da v = [F(u) — u]/x.
x=av+bw+c, y=dv+ew+ f, con apropiados valores de
a,b,c,d,f, convierte y' = (Ax + By + C)/(Dx + Ey + F) en una
EDO separable para la funcién w(v).
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7 d
Método de Euler para la EDO f = f(t, y)

Figure: El método de Euler explicito (forward) yji1 = y; + f(tj, y;)h. yo = y(to),
aproxima una trayectoria dada y = ¢(t) por segmentos que se mueven a
trayectorias cercanas ¢1(t), @2(t), ..., en el plano (t,y).
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Soluciones numéricas: métodos de Euler, Heun y Runge-Kutta

Error de truncamiento. Supongamos que el PVl y' = f(t,y), y(to) = yo,
se aproxima por un esquema numérico de un paso

Yi+1 = yj + ®(t;, ¥}, ¥j+1, h) h. Se define el error de truncamiento local o
error de discretizacién del esquema como:

= B YE) o () yi)m =01 N1,
donde sustituimos la solucién exacta y(t;) en lugar de y;. Si los 7;
desaparecen cuando h — 0, decimos que las ecuaciones en diferencias son
consistentes con la ecuacién diferencial. Un esquema de un paso
consistente es también convergente, es decir, el error de truncamiento
global ej = y(t;) — y; tiende a 0 con h.

Nota: e 1 — ¢ = h(t;, y(t)), y(tj+1): h) — h®(8, yjs Yj1, h) + hrjpa.
Para el método de Euler ®(t;, y;, yj+1, h) = f(tj,y;), el teorema de Taylor
da

y(t2) = y() _ y(G+h) —y(t) _ dylt) | hdPy(e)

h - h dt 2 dt?

h d? h d?
= fly(t). 1) + Cﬁ(f) = T = 5 dyt(f) = 0(h).
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Métodos de Heun y Runge-Kutta de orden 2 (RK2)

Heun:

h
Yier = Y+ S[F (8, y) + (& + b ppa)]l, - pra = vy + W (8, ).

RK2:
Yji+1 = yj + Ahf(t;, y;) + Bhf(t; + Ph, y; + Qhf(t;, y;)),
con
A+B=1 BP— BQ=*:
o 2 2

Heun es RK2 con A = 1. Euler modificado (punto medio) es RK2 con
A=0.
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Comportamiento de las soluciones a tiempos largos

Comportamiento a tiempos largos y control de los PVIs
EDO lineal de primer orden:

y' +p(t)y =q(t), y(0)=y, t>0.

Solucién:

t t
y(t) = yoe P 4 e=P() / ePGlq(s)ds, P(t) = / p(s) ds.
0 0

Entrada Acotada-Salida Acotada (EASA): p(t) continua, g(t) continua a
trozos on t > 0, pg, M nimeros positivos,

p(t) > po, lq(t)] <M, t=>0.

Entonces la solucién del PVI:

M
() <[yl +—, t>0.
Po
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Comportamiento de las soluciones a tiempos largos

Control de un reactor quimico

EDO de primer orden lineal (reacciéon A — B con entrada con fugas de A
en el reactor):

r(t)
V(t)

()
V(t)
Suponer: V(t) > Vo > 0 (el reactor nunca funciona en seco), tasa de flujo
de entrada acotada r(t) < ry. Entonces 0 < V(t))
Teorema EASA (po =k>0 M= ro/Vg, y( ) > )

M) < y(0) + 7

Supongamos que y(t) no puede exceder K > 0 por especificaciones de
diseno. Los criterios se cumplen para:

kVoK

—ky =y +ky =

y(0) < K, — |y(t)| < K.

— n <
2 0>
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Andlsis cualitativo de las soluciones

Comportamiento a tiempos largos de EDOs auténomas

Teorema. Sean f(y), f’(y) continuas para toda y. Sea y(t) una solucién
de la EDO y’ = f(y) que estd acotada para toda t > 0 (respectivamente
para toda t < 0). Entonces cuando t — 400 (resp. t — —00),y(t)
aproxima una solucién de equilibrio de la EDO (y* tal que f(y*) = 0).

20 Y =y—y*/12. 0<y <20 20 Y =y=y*/12-5/3, 0<y,<20
— attractor — attractor
- repeller - repeller

15 15

=10 =10
5 5/
O(J 1 2 3 4 5 O0 1 2 3 4 5
t t

Figure: Linea de estado (fase) curvas solucién para la EDO logistica con consumo.
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Andlsis cualitativo de las soluciones

Sensitividad a los cambios en los datos

Soluciones de equilibrio atractor, repulsor y semiestable.

@ Atractor: todas las curvas solucién en un entorno del mismo se
aproximan a él cuando t — +00. Si yg es un atractor, entonces
pequenos cambios en los datos iniciales cerca de yy no tienen efectos
en el comportamiento de la solucién a tiempos largos.

@ Repulsor: todas las curvas solucién que se encuentran en su entorno
se alejan de él cuando t — 400 (y se le aproximan cuando t — —o0).
Si yp es una solucién de equilibrio repulsor o semiestable, entonces
pequenos cambios en los datos iniciales cercanos a yg dan lugar a
cambios drasticos en la solucién a tiempos largos.

@ En un entorno lo suficientemente pequefo, una solucién mixta
atractor/repulsor o semiestable atrae todo dato inicial a un lado de
este en un lado de la linea de fase y repele todos los datos iniciales en
el otro lado.
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Andlsis cualitativo de las soluciones

Bifurcaciones: un modelo logistico con captura

Anilisis de bifurcacién de la EDO y’ = f(y, c¢). Etapas:

@ Realizar un seguimiento de las soluciones de equilibrio cuando se
mueven, se fusionan, se dividen o desaparecen con los cambios
efectuados en el parametro c.

@ Describir los efectos cualitativos de estos cambios en ¢ en el
comportamiento a tiempos largos de las soluciones que no son de
equilibrio.

@ Resumir el comportamiento de la solucién cuando ¢ cambia en un
diagrama de bifurcacién.

Comportamientos tipicos:
e Bifurcacién de tipo nodo-silla (saddle-node) y’ = y(1 — y) + c.
e Bifurcacién de tipo tridente (pitchfork) y' = (c — y?)y.
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Andlsis cualitativo de las soluciones

Bifurcaciones: un modelo logistico con captura

@ Bifurcacién de tipo nodo-silla (saddle-node) y’ = y(1 — y) + c.

1.5 dy/ds = f(y,0) =y(1 —y) 15 y=y(l—y)+c
' = “lc=-0.33 -0.25" -0.16 -0.09 0.0
<0 S
_1 b
1.0 o €10 /(>/
E ) )
= 05 f>0 8 os) Pifgation
o
0 g [
Y= c
0.0 £ 00 |
<0 8
9
-0.5 ;>—0 5
o 1 2 3 4 5 =0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1
s bifurcation parameter ¢
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Andlsis cualitativo de las soluciones

Bifurcaciones

e Bifurcacién de tipo tridente (pitchfork) y' = (c — y?)y.

v =f.2)=2-y")y

2.0
15 yp=ve  f<0
1.0
05 >0
0.0 Y =0
-0.5
f<0
-1.0
-1.5
Yz = — V2 f>0
286 05 10 15 20 25 3.0
t
Cilculo Diferencial Aplicado (OCW-UC3M)

y—c?ordinatq of equilibrium point

Tema 1

v =(c—y")y

<0

Attractor y, = Ve

f>0

f>0

<0

Attractor y; = — V¢

-0.5 0.0 0.5 1.0

. 1.5
bifurcation parameter ¢

2.0
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