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Cuestién 1 Resolver la ecuacién diferencial:
29" — 5y —3y =0

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.

Su solucidn es:

3x .
)

y(z) = c1e” 2 + coe c1, o € R.

Cuestion 2 Resolver la ecuacion diferencial:
y" — 10y + 25y =0

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.
Su solucion es:

y(x) = 1% + coxe®®; ¢, co € R.

Cuestion 3 Resolver la ecuacion diferencial:
y' +4y + Ty =0

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.
Su solucion es:

y(x) = cre” ¥ sin(vV3z) + cge 2% cos(V3x); e, 2 € R.




Cuestién 4 Resolver la ecuacién diferencial:
y// _4y/+4y _ ((l:—i— 1)621

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método de variacién de parametros o con el de coeficientes
indeterminados.

Su solucién es:
R )
y(x) = 1% + cowe®® + (F + ?)e T ¢, c0 €ER.

Cuestién 5 Resolver la ecuacién diferencial:
49" + 36y = csc(3x)

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método de variacién de parametros.

Su solucién es:

1
y(x) = c1 cos(3x) + cosin(3zx) — % cos(3z) + 36 sin(3z) In(sin(3z)); c1, c2 € R.

Cuestién 6 Resolver el problema de valores iniciales (PVIs):

y// _ y/ _ 2y — 36295
y(0) =0, y'(0) = -2

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método de variaciéon de pardmetros o con coeficientes indetermi-
nados.
Su solucién es:

y(z) = e % + e (x —1).

Cuestion 7 Resolver la ecuacion diferencial:
' .
Yy —4y =sinzx

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados.

Su solucion es:

y(x) = c1e®® + coe™ 2 — SIDE)(:E) :

c1, cs € R,




Cuestién 8 Resolver la ecuacién diferencial:
y" + 4y = 4 cos(2x)

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados.
Su solucién es:
y(z) = c1 cos(2z) + cosin(2z) + xsin(2x);  ¢1, c2 € R.

Cuestion 9 Resolver la ecuacion diferencial:
y' + 4y = —4x

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados.
Su solucion es:
y(x) = c1 cos(2x) + cosin(2x) —x; ¢, co €R.

Cuestién 10 Resolver la ecuacion diferencial:
y" + 4y = 4 cos(2z) — 4x

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados y el principio de super-
posicién.
Su solucién es:

y(x) = c1 cos(2x) + cosin(2x) — x + xsin(2x); ¢, c2 € R.

Cuestion 11 Resolver el problema de valores iniciales:
y' =4y +4y=0, y(0) =1, ¥ (0)=1

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.
Aplicando los datos iniciales Su solucién es:

y(z) = e**(1 — z).

Cuestion 12 Resolver el problema de valores iniciales:

y'—y —2y=0, y(0)=1, y'(0)=0



SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.
Aplicando los datos iniciales Su solucién es:

2 1
y(z) = Se % + —e*.

Cuestiéon 13 Resolver el problema de valores iniciales:
y'+3y' +2y=0, y(0)=1, ¢y (0)=0

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal homogénea con coeficientes constantes.
Aplicando los datos iniciales Su solucién es:

y(x) =27 % — e 22,

Cuestion 14 Resolver el problema de valores iniciales:
y' =2 +2y=¢", y(0)=0, y'(0)=1

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién
particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados o el de variacién de
parametros.

Aplicando las condiciones iniciales su solucion es:

Cuestiéon 15 Resolver el problema de valores iniciales:
y' =2y +2y=cosz, y(0)=1, y'(0)=0

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea con coeficientes constantes. Una solucién

particular se puede obtener con el método los coeficientes indeterminados o el de variacién de

parametros.

Aplicando las condiciones iniciales su solucion es:
cos(z) 2 . 2

y(z) = = ¢ sin(z) — =€ sin(z) + %em cos(z).




Cuestién 16 Resolver el siguiente Problema de Valor Inicial (PVI):
1" / _ t. —1- / —
Y+ Hdy = y(0) =1 4(0)=0.

Hallar el valor de y(2).

SOLUCION:
Resolviendo la ecuacién e imponiendo la condicién inicial se tiene que:
1 8 5 1
y(t) = §et + §e_2t + gte_% =y(2) = 5(62 +38¢7%).

Cuestion 17 Resolver el siguiente problema de valor inicial
y'+y —2y=e, y(0)=1, y(0)=-1.

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea.

1
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene: y(t) = §(et —e )42

Cuestion 18 Resolver el siguiente problema de valor inicial:
y' =2y +5y =t, y(0)=1, ¢(0)=2.

SOLUCION:
Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea.
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene:

1
y(t) = 5 2 + 5t + 23 e cos(2t) + 11 € sin(2t)} .

Cuestion 19 i) Resolver el siguiente problema de valor inicial:
/! / /
y'—y —6y=0; y0)=1, y(0)=-1,

ii) Comprobar la solucién.

iii) Explicar el comportamiento de la solucién cuando la variable independiente tiende a oo

SOLUCION:

i) Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea.
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene:
1

y(t) = 5(6:% + 4e7 %)



ii) La comprobacién es inmediata sustituyendo en las condiciones iniciales y en la ecuacién.

iii) Para ver el comportamiento asintético de la solucién tendremos en cuenta que

lim ¥ = lim e * =0, lim e = lim e =400 = lim y(t) = 400
t——o0 t—+o0 t—+o00 t——o0 t—+oo

Asi pues, la solucién, y(t), no esta acotada cuando ¢t — +oo

Cuestion 20 Resolver el siguiente problema de valores iniciales:
y" =2y +y = cost; y(0) =1, y'(0)=2

SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea.
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene:

3 1
y(t) = itet + et — 5 sint

Cuestion 21 Resolver el siguiente problema de valores iniciales:
y'+5y —6y="Te" y(0)=1, ¢y (0)=0
SOLUCION:

Es una EDO de segundo orden lineal no homogénea.
Aplicando las condiciones iniciales se obtiene:

) 2
y(z) = ?ex + ze® + ?6_696

Cuestion 22 Dada la Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO):
y" — 3y +2y =e*:; donde a es un parametro real.
Se pide:
i) Resolver la EDO cuandoa # 1y a # 2.

ii) Resolver la EDO cuando a = 1.

SOLUCION:



1. Resolvemos la EDO para el caso a # 1,2 por el método de los coeficientes indeterminados.
Las soluciones de la ecuacién caracteristica son:

=2

r2—3r+220:>{ "
r=1

por tanto, la solucién de la EDO homogénea es: yp,(x) = Ae?® 4+ Be® | A, B, constantes.
Dado que a # 1,a # 2, la solucién particular es de la forma:

yp(x) = Ce™,
donde el coeficiente C' se debe de determinar.

yp(z) = aCe™

" / _ (42 —
vl (z) = a2Cew } = Yp — 3Yp + 2yp = (a° — 3a +2)Ce™ = (a —2)(a — 1)Ce™

Igualamos con el término no homogéneo de la EDO

(a—2)(a—1)Ce™ =",

con lo que
1
C=————.
(a—2)(a—1)
Finalmente )
y(x) = yn(x) + yp($) = Ae*® + Be® + —————¢%%

(a—2)(a—1)

2. Para el caso a = 1, la solucién particular es de la forma: y,(z) = Cze®, pues y = e es una
solucién de la EDO homegénea. Andlogamente a como hicimos en el anterior apartado, se
obtiene que

Cc=-1,

con lo que
y(x) = Ae** + Be® — ze®.

Cuestion 23 Dada la ecuacion diferencial
2y + 52y — 21y =52 cos (In(x));
Se pide:
1. Clasificar, razonadamente, la ecuacion.

2. Aplicar el cambio de variable independiente: x = ef, y demostrar que la ecuacién diferencial

se transforma en 2 p
Y Yy _ t

3. Comprobar que la solucién de la ecuacién del apartado ii) es

t
y(t) = Ae™ ™ + Be3t + 5—5(6 sin(t) — 17 cos(t)); siendo A, B constantes.



4. Hallar la solucién de la ecuacién del enunciado.

SOLUCION:

1. Es una EDO lineal de segundo orden no homogénea de coeficientes variables, también conocida
como ecuacién de FEuler no homogénea.

2. Realizaremos el cambio x = e’ en la ecuacién diferencial y obtendremos una ecuacién difer-

. 2 . ‘s d d?
encial lineal de segundo orden. Esta quedard en funcién de los nuevos operadores ¥ Y

at Y 2
Aplicamos la regla de la cadena:

d dy d d d d
dy _dyde _dy, dy _ _dy.

At drdt  dx de '

dy dy (de\? dydir APy o, dy APy o, dy) Ay (dPy dy)
dtadxa<dt) drd? ~ d2” T a’ T a2t +<€ dt) d:z:2< )

dt2  dt

La ecuacion diferencial entonces queda

d*y dy ¢
W(t) + 4E(t) —21y(t) =5cos (t)e
3.
@(t) = 49Ae " + 9B + e—t(34 sin(t) 4 12 cos(t))
dt? 65
_I_
dy —7t s, ¢ :
4 E(t) = 4(-TAe " +3Be” 4+ &(23 sin(t) — 11 cos(t))
+
t
=21 (y(t)) = =21 (Ae7t + Bedt + 2—5(6 sin(t) — 17cos(t)))
5cos (t)e!

4. Aplicando el cambio de variable propuesto en ii) x = e! = t = In(z), obtenemos la solucién
a la ecuacion del problema:

y(z) = Az~ + Ba® + 6”“;5 [6sin (In () — 17 cos(ln (z))]




Cuestion 24 Resolver la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

T

//_2/ — .
VoW ty= 10

SOLUCION:
Resolveremos la ecuacién diferencial por el método de variacién de pardametros.
Si resolvemos la ecuacién homogénea asociada a la ecuacion diferencial obtenemos la solucién

yn(z) = Cre® + Coxe® .

Obtenemos una solucién particular a partir de las funciones u;(z) y u2(x), donde y,(x) = uq(z)e” +
ug(z)ze®. Calculamos el wronskiano:

et ze® | o
W=l e“(l—i—x)‘_e 70
Por otra parte,
' 0 ze® ‘
e x
, = A+ | 2 1 )
uy(z) = T =2 —un(x) = 5 In(1+2%),
e’ 0
T e’ . 1
up(z) = 621;9” kg — ug(x) = arctan(z)

Sumando la solucién homogénea maés la particular concluimos que

y(x) = (—% In(1 + 22) 4 C1)e” + (arctan(z) + Co)ze”

Cuestion 25 Sea el problema de valor inicial (PVI) dado por la ecuacién diferencial ordinaria:
y" + 4y’ =4€?* ; y las condiciones iniciales y(0) =1, 3'(0) =0, 3"(0) =1;

Resolver el PVI siguiendo los siguientes pasos:

(i) Aplicar el cambio v(t) = y/(t) a la ecuacién diferencial del PVI y hallar la solucién general de
la ecuacion de segundo orden resultante.

(ii) Deshacer el cambio hecho en (i), integrar y obtener la solucién y(t) del PVI.

SOLUCION:

Sea v(t) =y/(t) = v =y =" =y".

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se obtiene la siguiente ecuacion diferencial lineal con coe-
ficientes constantes no homogénea: v” + 4v = 4¢*'; cuya solucién es: v(t) = vy (t) + v,(t), donde



1
vp(t) = c1cos(2t) + cpsin(2t), es la solucién general de la ecuacién homegénea y v,(t) = §e2t

es una solucidon particular. Asi pues, la solucién general de la ecuacién de segundo orden re-

sultante es: |v(t) = c; cos(2t) + cosin(2t) + e | Dado que y'(t) = v(t) = y(t) = /v(t)dt =

1

5 sin(2t) — 5 2 cos(2t) + 4e2t +C;

y teniendo en cuenta que y(0) = 1,4'(0) = 0,y"(0) = 1, se obtienen:
1 3

612—576220,021,1)01'133111]0: y(t) = 3 + e — Lsin(21)

Cuestién 26 Dada la ecuacién diferencial ordinaria (EDO): 3" —4xy’ —4y = e®;  se pide:

7

(a) Asumiendo que la solucién de la EDO viene dada por la serie de potencias: y(z g an X
encontrar la relaciéon de recurrencia que deben satisfacer los coeficientes a,,.

(b) Suponiendo que ag = 1y a; = 0, hallar el valor aproximado de la solucién de la EDO en
el punto = 2, usando solamente los cinco primeros términos de la serie de potencias del
apartado (a).

X n
NOTA: Puede ser titil el siguiente resultado: e® = Z x—‘
n!

n=0

SOLUCION:

(a) Sea y(x) =, ,a,a", por tanto

o [o@)
= E na, 2"t E nin—1)a,x n=2
n=1 n=2

Sustituyendo estas series en la EDO, se obtiene:

o0 o0 o0 n
Zn(nfl Z4nan ”724%1:3":233—',
n=2 n=0 n=0 n

donde se ha utilizado el resultado que aparece en la NOTA del enunciado.

Para obtener la misma potencia de x en cada serie, cambiamos el indice del sumatorio en la
primera serie, dando:

o 0o 0o ;L'n
> +2)(n+1)apna” Z4nan o= et = 3
n=0 n—0 oo ¥

esto equivale a:

[e.e]
(2a2 —4ag — 1) +Z{ (n+2)( n+1)an+2—4(n+1)an—]x” =0.
n=1



Ahora, igualando a cero los coeficientes de cada potencia de x, se tiene que:

209 —4a9p—1=0, (n+2)(n+1)apnt2—4(n+1)a

que se puede expresar en la forma:

n_7:07
n

1 4

1
a2:§+2a0, an+2:(

nt2)l Tnr2®

conn=1,2,....

(b) A partir de la relacién de recurrencia obtenida en el apartado (a), obtenemos:

1 5 1 4 13 5
a2—§+ aop a3—§+§a17 a4—1+ ag -
Dado que ap =1 y a; = 0, se tiene:
5 1 _ 61
a2 =75, 3=, =

Por lo que el valor aproximado pedido en el enunciado es:

3

4
y(2) ~ ap + 2a1 + 4ag + 8az + 16ag = 1+ 0+ 10+ = + — = 53|.

122

3

Cuestién 27 Sea la funcién f(z) = 27+ (22 +1)y’, donde 3’ es la derivada primera de la funcién
y = y(x) respecto de la variable independiente z. Sabiendo que y es suficientemente derivable, se

pide:

(a) Demostrar que la ecuacién f'(z) = 0 equivale a la ecuacién diferencial (2 + 1)y” + 22y’ = 0.

(b) Resolver la ecuacién diferencial del apartado (a) mediante series de potencias de la forma

o
g an ",
n=0

(¢) Imponer la condicién inicial y(0) = 8, ¢'(0) = 1. Hallar para qué valor del pardmetro 5 € R
se obtiene una solucién impar, esto es, y = y(x) satisface que y(—z) = —y(x).

SOLUCION:

(a) Tenemos que
d

dzx

Fla) = G| @4 0427 | = @y 2y

Por tanto, la ecuacién f'(x) = 0 equivale a la ecuacién diferencial

(22 4+ 1)y +2xy = 0




(b)

Suponiendo que y(z) = > 77 a, 2", se tiene

o o0
= E na, " b, E nin—1)a,x a2,
n=1 =

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién diferencial del apartado (a), se obtiene

oo

Z (n—1)apz" +Z (n—1)apx "2 4 ZQnan =

Con objeto de obtener la misma potencia de x en cada una de las series, se efectia un cambio
de indices en la segunda serie, dando lugar a

o0
Z (n—1)a,z" +Zn+2(n+1)an+2$ +22nan =0
= n=0 n=1

esto equivale a

(o]
2a9 + (6ag + 2a1)zr + Z [n(n +Da,+(n+2)(n+1) an+2} z" = 0.

n=2

Ahora, igualando a cero los coeficientes de cada una de las potencias de x, encontramos que

200 =0, 6az+2a1 =0, nn+1l)a,+n+2)(n+1)ap2=0,

y se obtiene

1 n
az =0, 3 = =301, Oni2= =m0 an,
para n = 2,3,.... Finalmente, calculando los primeros coeficientes en funcién de ag y a1 se

llega a que

y(x) = ap + a1 | z— 1:1:3 + 13:5 - 1m7 + = a0+ a1 ig(—l)" 2t
3 5 7 =2n+1

donde se observa que todos los coeficientes de las potencias de x con exponente par son nulos.

Aplicando la condicién inicial se obtiene: ‘ao =fBya =1 ‘ . Se concluye facilmente que para

que la funcién y = y(z) sea una funcién impar hay que tomar .




Cuestion 28 Resolver el siguiente problema de valor inicial (PVI) aplicando el cambio de variable
r=¢€" <= z=In(x)

2y’ +2zy + 5y=0, >0
y(1) = -1
y'(1) =1

SOLUCION:
La ecuacién diferencial del PVI es del tipo Cauchy-Euler, por tanto para hallar su solucién conviene

hacer el cambio de variable propuesto en el enunciado.
Aplicando la regla de la cadena, se obtiene: dy = dy d= =— — = —
’ “dr  dzdx wdz’ dz? 22 \dz? dz
tuyendo estos términos en el PVI se obtiene la siguiente ecuacién diferencial, que es de coeficientes
contantes:

1d d? 1 [d? d
. J J y) Susti-

d>y dy 5

22 T =0

dz? + dz + 27
Su ecuacién caracteristica es: r? + r + 5/2 = 0, cuyas soluciones son complejas conjugadas 1 =
—1/2+41i3/2;r9 = —1/2 —i3/2. Por tanto la solucién general en términos de la variable z es:

y(z) = e=3 [acos (gz) + bsin (22)}

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos la solucién general en términos de la variable x:

[NIES

y(z) =z [a cos (g In(z)) + bsin (; ln(x))]

Aplicando ahora las condiciones iniciales del PVI se obtienen los valores de las constantes: a =
—1;b=1/3 Por tanto, la solucién del PVT es:

y(x) =z~ /2 3 sin(3/21n(z)) — cos(3/21n(x))]

Cuestién 29 Comprueba que las funciones y;(t) = !, ya(t) = t son dos soluciones de la ecuacién
homogénea asociada a la ecuacién diferencial

1=ty +ty' —y = 2(t—1)%"

con 0 <t < 1. Ademas, calcula a partir de y;, y2 una solucién particular de la ecuacién no-
homogénea dada, usando el método de variaciéon de parametros.

SOLUCION:
Omitimos la comprobacion, pero efectivamente y;, yo son soluciones de la ecuacién homogénea
asociada a la ecuacién diferencial dada. Para calcular una solucién particular de la no-homogénea,
reescribimos la ecuacién como

t 1

y// + 7y/ _

_ et
T—¢ TV 2(1 —t)e ".



Segin el método de variacién de pardmetros, suponemos que la soluciéon buscada tiene la forma
y(t) = wi(t)yi(t) + ua(t)y2(t), donde u; y uz son funciones a determinar. Sabemos que sus
derivadas verifican el sistema

uhel +ubt = 0
uhel +uby = 2(1 —t)e t,

o sea tenemos u} = —2te 2 w) = 2e~'. Finalmente, después de integrar, obtenemos que
u = (t+ %) e 2, uy = —2e7t. Por lo tanto una solucién particular es

y(t) = %(1—2t)e_t |

Cuestion 30 Dada la ecuacion diferencial
y" — 5y + 6y = 2¢!
se pide:
i) Hallar su solucién general aplicando el método de variacién de los pardmetros.

ii) Hallar una solucién particular de la ecuacién mediante el método de coeficientes indetermi-
nados.

SOLUCION:

i) Las raices de la ecuacién caracteristica, r2—5r+6=0,son: r =3,r =2. Por tanto la
solucién general de la ecuacion es

y(t) = c1y1(t) + caya(t) + yp(t),

donde ¢1 ,c2 son constantes reales, las funciones y1(t) = €3, y2(t) = €%, son soluciones de

la ecuacién diferencial homogénea e y,(t) es una solucién particular de la ecuacién no ho-
mogénea.

Siguiendo el enunciado, calculamos y,(t) mediante el método de variacién de los pardmetros.
Yp(t) = w1 (t)y1(t) + ua(t)y2(t), donde las funciones uq(t) y ua(t) satisfacen:

(1) wiyr+upye =0, (i) wuyy) +upys = g(t) = 2¢

Resolviendo el sistema (7), (i), se obtiene:

/ —2¢% —2t —2t
ul(t):j:% = wi(t)=—e ",

/ 2¢* —t —t
us(t) = — 5= —2e = u(t) =2e"",

donde hemos tomados nulas las constantes de integracion.
Por tanto y,(t) = —e 2'e3' 4+ 2e 7t = ¢! | y la solucién general es:

y(t) = c13 + coe?t + et




ii) Dado que g(t) = 2¢', no es una solucién de la ecuacién diferencial homogénea, proponemos
una solucién particular de la forma Y, (t) = Ae’, donde A es un coeficiente indeterminado que
se calcula sustituyendo Y}, en la ecuacién diferencial. Por tanto:

Ael —5Ae' + 64e! =24t =2¢!, = A=1.

Se tiene que una solucién particular (ya obtenida también en el apartado anterior) es: | Y, () = €

Cuestion 31 Resolver el siguiente problema de valor inicial:
!

y'—y=e"+sinz;  y(0)=1, ¢ (0)=1

SOLUCION:
Primero calculamos la solucién de la ecuacion homogénea.
Suponiendo soluciones del tipo y(z) = €™ llegamos a la ecuacién caracteristica 72 — 1 = 0,
cuyas raices son r;y = 1y rog = —1.
x

Por tanto la solucién general de la ecuaciéon homogénea es:  yp(z) = c1€” + coe™".

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién no homogénea podemos usar el método
de coeficientes indeterminados y tener en cuenta que se cumple el principio de superposicién.

Tomando  y, = Ave™® + Bsinz + Ccosz = y, =(-2A+ Az)e™® — Bsinx — Ccosx

Sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos A =B =—-1/6y C =0

Luego la solucién particular es y, = —%(xe_”“ + sin x)

Y la solucién general de la ecuacion diferencial es:  y = c1e” + cpe™® — %(xe‘x + sin x)
Usando las condiciones iniciales y(0) = 1, ¥/(0) = 1 obtenemos ¢; = 3/2 ¢o = —1/2.

Y definitivamente la solucién del problema de valor inicial es:

3 1 1
y(x) = §ex - i(m +1)e * — 5 sin z

Cuestién 32 Dada la ecuacion diferencial

1
ay"+y’+zy:f(x)’

donde « es un pardametro real y f(x) es una funcién, se pide:
RE

i) Clasificar y resolver la ecuacién diferencial cuando a =0y f(z) =e4

ii) Clasificar y resolver la ecuacién diferencial cuando o« =5y f(z) = 0.



iii)

Usando dos métodos distintos para hallar soluciones particulares, resolver el problema de
valor inicial que resulta cuando o =1y f(x) = 2e2 , sabiendo que y(0) =1,y'(0) = 0.

SOLUCION:

i)

ii)

iii)

Tomando o = 0y f(x) = e se obtiene la ecuacién y + %y = et , que es una ecuacion
diferencial ordinaria, de primer orden, lineal.

Se resuelve mediante el factor integrante u(x) = el 1dr = o .

Multiplicando la ecuacién por el factor integrante se tiene:

3z

x x x / x
eZy:eZeT:eI e (eZy) = et E eZy:ex+O’

Tomando o« = 5y f(x) = 0, se obtiene la ecuacién, 5y” + ¢ + iy = 0. Se trata de una
ecuacion diferencial ordinaria, de segundo orden, homogénea con coeficientes contantes.

. . 1 . . . .
Su ecuacién caracteristica es: 5% +r + — = 0, y tiene dos soluciones complejas conjugadas

4
1 1 1 1
ry=——+1i-, ro = —— — i —. La solucién general de la ecuacién es:
10 5 10 5

y(x) = ¢ e 10 cos(£) + c2 e” 10 sin(¥),

donde ¢; , co son constantes.

La ecuacion a resolver ahora es: v’ + vy’ + %y = 23 .

Su solucién es y(z) = yx(z) + yp(x) , donde yp(x) es la solucién general de la ecuacién difer-
encial homogénea e y,(x) es una solucién particular de la ecuacién no homogénea.

La ecuacién caracteristica es: r +r + i = 0, tiene por solucién r = —% , raiz real doble. Por
tanto: yp(z) =cre” 2 + come 2.

Para hallar la solucién particular debemos seguir dos métodos distintos, por ejemplo podemos
seguir los siguientes.

Método de los coeficientes indeterminados:

Teniendo en cuenta el término no homogéno de la ecuacién, proponemos que y,(x) = Aes .
Sustituyendo en la ecuacion se tiene que Aez =22, por lo que A = 2, y la solucién partic-
ular es: yp,(z) = 2e2

Método de variacién de los parametros:

Suponemos que la solucién particular es de la forma y,(z) = u1(z)e™2 4 ug(x)re™ 2, donde
u1 y ug son dos funciones que resuelven el sistema formado por las ecuaciones

whe™2 +ubre™2 =0, —(1/2)ufe”2 + uh(—x/2 4 1)e"2 = 2e2 . Resolviendo este sistema se
llega a la misma solucién particular: y,(z) = 27 .



Por tanto la solucién general pedida es y(z) = yp(x) + yp(r) = c1e™2 + caze 2 + 22 .
Las constantes ¢; = —1, c2 = —% se obtienen imponiendo las condiciones iniciales: y(0) =
1,4'(0) = 0. Finalmente la solucién es:

Cuestion 33 Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando el método de coeficientes
indeterminados o el de variacién de los parametros:

v —y —6y=e"+1; y0)=1, ¢(0)=0.
SOLUCION:

Solucién de la ecuacién homogénea:

Ecuacién caracteristica: 7> —r — 6 = 0, tiene dos soluciones reales 11 = —2 y ry = 3,

por lo tanto  yp = c1 e 2% + cpe3®

Solucién particular:

Utilizamos, por ejemplo, el método de coeficientes indeterminados.

Consideramos  y, = Ae* + B = yzlv = Ae® = y}’)’ = Ae®

Sustituyendo en la ecuacién diferencial obtenemos A=B=-1/6 = y,=—%(e"+1)
1
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién diferencial es:  y = ¢ e 2% 4 cp €3 — E(GI +1)

En esta solucion usamos las condiciones iniciales y resulta ¢ = %

solucion del problema de valor inicial es:

cy = % con lo que la

23 9 17 30 1 .
= LT (e 41
y=35¢ +30€ 6(6 +1)

Cuestion 34 Halla, mediante serie de potencias, la solucién a la siguiente EDO:

(1+2%)y" + 22y —2y=0.

SOLUCION:
Proponemos la solucién en serie de potencias centrada en zg = 0

0
y($) = Z anwn I
n=0



con lo que

[ee] oo
y'(z) = Zn canz™ 7t Y (2) = Zn(n —1)-apz"?
n=1 n=2

Sustituyendo en la EDO y multiplicando los correspondientes sumatorios por los coeficientes vari-
ables obtenemos

oo o0 (o.9] (0.9}
Zn(n— 1) - anz"? + Zn(n— 1)- anx”—l—QZn'anx” - QZanx" =0
n=2 n=2 n=1 n=0

Igualamos las potencias de x :

oo oo o0 o0
Z(n+2)(n+ 1) apyoz™ + Zn(n— 1)- anx”+22n'anx” — QZanx” =0
n=0 n=2 n=1 n=0

Extrayendo los términos necesarios para sincronizar los sumatorios y operando se llega a que

o
2a4 —2a0+6a3x+2[(n+2)(n+1)-an+2+ (n—=1)(n+2) -ap)z" =0

n=2

Igualando los coeficientes de cada potencia a cero obtenemos

n—1
ag=ag, az3=20, an+2:—n+1an,
con lo que
. . 1 1 . 71)n+1
® a2 = ap, a4——§a0, ag = 3a0,...., a2n = 5, -1 @0, -
o 0:a3:a5:a7:...:a2n+1:...
La solucién queda
ap ag 1"
Yy = g anx” = ag+ a1x + aoas2 — gt + a6 +...=a1x+ap g Lx%
e 3 5 o 2n -1

Cuestion 35 Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden

yl/_4y/+4y: (x+1)€2$

SOLUCION:

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea con coeficientes constantes. Su
solucién general es de la forma y(z) = yx(z) +yp(x) , donde yy, es la solucién general de la ecuacién
homogénea, 3y’ —4y'+4y = 0, e y, es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea.

Calculo de yp(z):
La ecuacién caracteristica, > — 47 +4 = 0, tiene por solucién, r = 2 raiz real doble, por tanto un
conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {€2*, ze**}. Concluimos que

yn(z) = (c1 + 0237)6296,



donde c; y c2 son dos constantes reales.

Calculo de yp(z):

Vamos a hallar la solucién particular mediante el método de los coeficientes indeterminados. Ob-
servamos que la parte no homogénea de la ecuacién diferencial, g(z) = (z + 1)e?*, es solucién de
la ecuacion homogénea, por tanto vamos a proponer una solucién particular de la forma:

yp(2) = 2°(A + Bx)e® = (Ax® + Ba®)e*

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion diferencial e identificando coeficientes se obtiene:
A=1/2,B=1/6, por tanto,

Finalmente, la solucion general de la ecuacién es

y(z) = yn(x) + yp(z) = (c1 + caz)e™ + (- + —-)e**

Cuestién 36 Sea la ecuacion diferencial:

(22 +1)y" +4y =0, ,

Suponiendo que la solucién de la ecuacién viene dada por la serie de potencias y(z E anx'",
se pide:
(i) Hallar la relacién de recurrencia que satisfacen los coeficientes ay, .

(ii) Aplicando el apartado (i), escribir los tres primeros términos de la serie.

SOLUCION:

(i) Sea y(z) =" a,z™, por tanto

o0

Z (n—1)apz "2,

Sustituyendo estas series en la ecuacién se obtiene

Z nin—1)a,x +Z (n—1)apz"" 2+4Zan =

n=2
Ahora, para tener la potencia x™ en todas las series, hacemos un cambio del indice en la serie
central, esto es

o0

Z (n—1)apz" +Z n+1)(n+2)apiaz™ —1—42% =0,

n=2 n=0 n=0



asi pues,

o
2a2—|—4a0—|—(6a3+4a1)x+z [(n(n— D+4)an+n+2)(n+1)aye | 2" = 0.

n=2

Finalmente, se obtiene la relacién de recurrencia igualando a cero los coeficientes de cada
potencia de z,

2a9 +4ap = 0, 6az+4a1 =0, (nn—1)+4)a,+n+2)(n+1)ant2 =0,

que puede ser expresada como

2 n(n—1)+4

= -9 —— - _
a2 agp, as 3a1, Ap+2 (n+2)(n+1)

n

conn=2,3,4,....

(ii) Los tres primeros términos de las serie son ag + aj x + ag 2.
Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia obtenida en (ii) se obtiene:

ap+ a1 T — 2 ap T :a0(1—2x2)—|—a1:ﬂ

donde ag,a; son constantes.

Cuestién 37 Sea la ecuacion diferencial

(z—1)y" +y = 0.

+oo
Suponiendo que la solucién de la ecuacién viene dada por la serie de potencias y(z) = E an 2",
n=0
se pide:
(i) Hallar la relacién de recurrencia que satisfacen los coeficientes ay, .

(ii) Aplicar las condiciones iniciales y(0) = 0 e y/(0) = 1, y escribir los tres primeros términos no
nulos de la serie de potencias.

SOLUCION:

(i) Sea y(z) =" a,a™, por tanto

o0 [e.e]
y'(z) = Z nanz" b, y"(z) = Z n(n—1)a, 2" 2.
n=1 n=2

Sustituyendo estas series en la ecuacién se obtiene

o0

oo oo
Zn(n— 1)ana:7“1 - Zn(n— 1)ana:"*2 + Znanxnfl =0.
n=1



Ahora, para tener la potencia x™ en todas las series, hacemos un cambio del indice en cada
una de ellas, esto es

[ee] [e.e] [e.e]
Z(n + Dnapsrz” — Z(n +2)(n+1)aptaz"™ + Z(n +1)apy12" =0,
n=1 n=0 n=0

asi pues,

—2a2+a1+z |:(n+1)nan+l _(n+2)(n+1)an+2+(n—i—1)an+1] " = 0.

n=1

Finalmente, se obtiene la relacién de recurrencia igualando a cero los coeficientes de cada
potencia de x,

—2a+a; =0, (n+1)2ap1—n+2)(n+1)apne =0,

que puede ser expresada como

ai n+1

ag = — ap49 = ——
) n—+ n+2

2 An+1

conn=1,2,3,....

(ii) Usando la relacién de recurrencia obtenida en el apartado (i), se tiene

ai a a
“=T

Aplicado las condiciones iniciales obtenemos ag = 0 y a; = 1, por lo que los tres primeros
térmninos no nulos de la serie son

A
T
2 3

Cuestion 38 Resolver el siguiente problema de valor inicial utilizando el método de los coeficientes
indeterminados
Y 2y +2y =t 45 y(0)=0, y'(0) =1,

SOLUCION:

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden no homogénea con coeficientes constantes. Su
solucién general es de la forma y(z) = yx(z) +yp(x) , donde yy, es la solucién general de la ecuacién
homogénea, y"+2y' +2y = 0, e y, es una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea.

Calculo de yp,(x):
La ecuacién caracteristica, % +2r +2 = 0, tiene por soluciones, r = —1 4 raices complejas conju-
gadas, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {e~ cos(t), e " sin(t)}.
Concluimos que

yn(t) = cre "t cos(t) + cae sin(t),



donde c; y c2 son dos constantes reales.

Calculo de yp(z):

Siguiendo el enunciado del problema, vamos a hallar la solucién particular mediante el método de
los coeficientes indeterminados. Dado que g(t) = t + €?',, proponemos una solucién particular de

la forma:
yp(2) = At + B + Ce*

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion diferencial e identificando coeficientes se obtiene:

A=1/2,B=-1/2,C =1/10, por tanto,

1 1
D)4 2t
wplt) = 5t — 1) + ce

La solucién general de la ecuacién es:

1 1
y(t) = yn(t) + yp(t) = cre " cos(t) + cae ' sin(t) + §(t —-1)+ Ee%

Ahora calculamos las constantes ¢ y ¢2 imponiendo las condiciones iniciales, y(0) = 0, y'(0)

y se obtiene: ¢; =2/5;c2 = 7/10. Finalmente, la solucién pedida es

2 7 1 1
y(t) = ge_t cos(t) + Ee_t sin(t) + §(t —-1)+ 1—06%

Cuestién 39 Dada la ecuacién diferencial
y' =3y +2y=e"; y(0)=0, y(0)=1,
se pide:
i) Hallar su solucién general.
ii) Obtener la solucién que cumple y(0) =0; 3/(0) = 1.

iii) Comprobar la solucién obtenida en el apartado ii).

SOLUCION:

i) Se trata de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden no homogénea con coeficientes
constantes. Su solucién general es de la forma y(z) = yxn(x) + yp(z) , donde y;, es la solucién
general de la ecuacién homogénea, vy’ — 3y’ + 2y = 0, e y, es una solucién particular de la

ecuacion diferencial no homogénea.
Calculo de yp,(z):

La ecuacién caracteristica, 72 — 3r + 2 = 0, tiene por soluciones, 1 = 2,79 = 1, raices reales
y distintas, por tanto un conjunto fundamental de soluciones es de la forma B = {th, e'}.

Concluimos que
yn(t) = c1?t + coel



donde c; y c2 son dos constantes reales.

Calculo de yp(x):

Vamos a hallar la solucién particular mediante el método de los coeficientes indeterminados.
Dado que g(t) = e~ ,, proponemos una solucién particular de la forma:

yp(x) = Aet

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién diferencial e identificando coeficientes se obtiene:
A =1/6, por tanto,
L

yp(t) = 66_

Nota: También se puede obtener una soluciéon particular usando el método de variacién de
los parametros.
La solucién general de la ecuacion es:

1 _
y(t) = yn(t) + yp(t) = c1e* + coe’ + 6¢ t

ii) Ahora calculamos las constantes ¢; y co imponiendo las condiciones iniciales y se obtiene:
1 1
y(0) = ¢1 + c2 + 6 = 0, ¥(0) =2c; + ¢y — 6 = 1, por tanto ¢; = 4/3;c0 = —3/2.

Finalmente, la solucion pedida es

4 3 1
et Oty Tt

y(1) 3 3¢ tg

iii) A partir de la solucién obtendida en el apartado anterior se tiene que
y'(t)zgezt—%et—%e_t; y”(t):%e%—%et%—%e_t.
Sustituyendo estas funciones en la ecuacién diferencial se obtiene
y"(t) — 3y (t) + 2y(t) = e, que es la comprobacién que nos piden en el enunciado.

Cuestion 40 Resolver el siguiente problema de valor inicial:

y'+2y +y=cos(2t); y(0)=0, y'(0)=0,

SOLUCION:

Se trata de una EDO de segundo orden no homogénea. Hallando la solucién de la EDO ho-
mogénea a partir de la ecuacion caracteristica y una soluciéon particular por el método de los
coeficientes indeterminados, se obtiene la solucién del PVI:

y(t) = — & cos(2t) + o sin(2t) + S (3 — 5t)




