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CALCULO DIFERENCIAL APLICADO
TEMA 3: Sistemas de ecuaciones diferenciales.
EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Autores:
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Cuestién 1 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con

A=

O —
—_

1
2
1

—_

SOLUCION:
Autovalores de la matriz A: A\ =4, Ao = —1, A3 = 1.
Vectores propios: Vy, = (1,1,1), V), = (—-1,0,1), V), = (1,-2,1).

Solucién:
Xi(t) = «a :éet + %e“ - ;e_t] + c2 [—;et + ;eﬂ + c3 [éet + %e‘“ — ;e_t] ;
Xo(t) = ¢ :—;et + ;e4t] + ca Bet + ;64t:| + c3 [—;et + :1364t:| ;
X3(t) = a :éet + %e‘“ - ;et] + ¢ [—;et + Zl))eﬂ +c3 [éet + %e‘“ + ;et] ;

con cp,c0,c3 €R

Cuestién 2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (¢), con

5 —1 " 2
a=15 3 fo=] ]
SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: Ay =4, Ay = 2.



Vectores propios: Vy, = (1,1), V), = (1,3).

Solucioén:
7 3
Xl(t) _ 26415 o 2€2t,
7 3
Xot) = et = ge’;

Cuestién 3 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (¢), con
1 -17] .. [ 2
a=[s S] o= 4]
SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: \y = —1+414, Ao = —1 — 4.

Vectores propios: Vy, = (2+14,5), V), = (2—14,5).

Solucién:
X1(t) = 5e'sin(t) +2e Fcos(t);
Xo(t) = 12e 'sin(t) — e fcos(t);

Cuestién 4 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (¢), con

3 -2
a1

SOLUCION:
Autovalores de la matriz A: A\ =1+ 142, Ao =1 —42.
Vectores propios: Vy, = (1+14,2), V), = (1 —14,2).
Solucioén:

X1(t) = crel(sin(2t) + cos(2t)) — cze’ sin(2t) ;

Xo(t) = 2cie'sin(2t) + coel(cos(2t) — sin(2t)) ;

con ci1,c0 €R

Cuestién 5 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con
1 5] .. [1
A=y 5] o=l
SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: \y = —1+414, Ao = —1 — 4.

Vectores propios: Vy, = (2+14,1), V), = (2—14,1).

Solucioén:
X1(t) = e *(cos(t) — 3sin(t));
Xo(t) = e Y(cos(t) —sin(t));




Cuestién 6 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con

-3 2 o[
SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: A\ = =244, Ao = —2 — 4.

Vectores propios: Vy, = (1 —14,1), V), = (1+14,1).

Solucion:
X, (t) = e *(cos(t) — 5sin(t));
Xo(t) = —e (3sin(t) + 2cos(2t));

Cuestién 7 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con

1 -1
=l
SOLUCION:
Autovalores de la matriz A: A\j = Ay = 2.
Vector propio: V = (—1,1).
Solucién:
X1(t) = c1e®(1 —1t) — cote?;
Xo(t) = cte® —cpe® (1 +1);

con cij,co €ER

Cuestién 8 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con

3 —4
=1
SOLUCION:
Autovalores de la matriz A: A\ = Ay = 1.
Vector propio: V = (2,1).
Solucién:
Xi(t) = cie'(2t +1) — deotel ;
Xo(t) = cite! — et (2t —1);

con ci,co €ER

Cuestién 9 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (), con

A=y 4



SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: Ay = Ay = 0.

Vector propio: V = (1,2).

Solucién:
Xi1(t) = (4t +1) —2cot;
Xo(t) = 8cit+ co(—4t+1);

con ci,c0 €R

Cuestién 10 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales X'(t) = A X (t), con

e[t ) o [2]

SOLUCION:

Autovalores de la matriz A: A\ = Ay = —3.

Vector propio: V = (1,1).

Solucién:
Xi(t) = e 34t +3);
Xo(t) = e_3t(4t +2);

Cuestion 11 Se considera el siguiente Problema de Valor Inicial (PVI):
v+ +3y=0; y(0)=1; y(0)=2.
Se pide:

i) Aplicar el cambio de variables X; =y; X2 = ¢/, con X = (X1, X2)T para transformar el PVI
anterior en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

X'(t) = < _03 _14 > X(t); bajo la condicién inicial X (0) = (1,2)7.

ii) Resolver el sistema del apartado anterior.

SOLUCION:

1. Si sustituimos en la EDO del enuciado X; = y, X3 = ¢/ obtenemos:
X =y =Xo; X,=y'=—4y—-3y=-4Xy—-3X;.

Escribiendo los resultados en forma matricial se obtiene,

X, =X, (XN _( 0 1 X,
X} = —4X, — 3X, x, )"\ =3 -4 )\ X,

donde y(0) = X1 (0) = 1; 5/ (0) = X5(0) = 2, por tanto X (0) = (1,2)7.



2. Los valores propios de la matriz son r = —3 y r = —1 y los vectores propios correspondientes
v=>1,-3)Tyw=(1,-1)7T.

La solucién queda
X(t):Cl< L )e_3t+C’2< ! >e
-3 -1
3
2

—t .
Por la condicién inicial X () = (1,2)7 se obtiene que Oy = —3, Cy = 5 . Finalmente,

X(t>__2< _:1)) )e3t+;< _1 )et.

Cuestiéon 12 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

{ x) = 2x1 — 3x9

)

xh = 621 — dxo
Se pide:
1. Resolver el sistema bajo la condicién inicial X (0) = (1(0), 22(0)) = (1,1) .

2. Comprobar la solucién obtenida en el apartado 1.

SOLUCION:

Los valores propios de la matriz son »r = —1 4+ 3¢ y los vectores propios correspondientes v =
(1,1+4)7.

Un conjunto fundamental de soluciones es:

Xl(t):(l—i )e( L Xt = ( 1+i >e( o

Para encontrar un conjunto de soluciones reales, debemos encontrar la parte real e imaginaria (t),

F(t) de X1(t) 6 Xa(t) .

Xt =e < cos(3t) iiﬁgg ) e < —cos(3t)v+ 21282 > !

a(t) (t)

Para comprobar que las partes real e imaginaria son linealmente independientes, calculamos el
wronskiano:

W (@, 0)(t) = —e 2 £0, Vt.

Por la condicién inicial X (0) = (1,1)T tenemos que C1i(0) + Co@(0) = (1,1)T y se obtiene que
Cy =1, Cy =0 . Finalmente,

X(t)=e" < cos(3t) +Cs(1)§gg ) ‘



Para comprobar que la solucién es correcta vemos si se cumplen las ecuaciones
x) = 2x1 — 3x9
xh = 621 — dxo
221 — 3x9 = e '(2cos(3t) — 3cos(3t) — 3sin(3t)) = —e *(cos(3t) + 3sin(3t)) = ]
621 — 429 = € " (6.cos(3t) — 4cos(3t) — 4sin(3t)) = e ¥(2cos(3t) — 4sin(3t)) = )

Cuestién 13 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X' (t) = A}(t), con A = [ % _i ]

que satisface la condicién inicial ?(O) = < f > , se pide:

(a) Hallar la solucién Y(t) = ( §;E3 )

(b) Resolver el siguiente problema de valor inicial.

y' -6y +9y=0;  y(0)=1, ¢(0)=6,

(c¢) Aplicando el cambio de variables, Xo(t) = y(t), demostrar que el sistema de ecuaciones es
equivalente al problema de valor inicial del apartado (b). Comparar las soluciones obtenidas
en los apartados (a) y (b)

SOLUCION:
a) Para hallar la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales calculamos los valores y vectores

propios de la matriz de coeficientes A. Resolviendo la ecuacién |A — AI| = 0 se obtiene el autovalor
doble A = 3.

1
Un vector propio asociado a A = 3 es v = <

—1

X(t) = ( . >e3t,

y resolviendo el sistema (A — 31 )ﬁ = , se obtiene la segunda solucién fundamental

Xz%) = < _(1) >e3t+( _i )te3t,

por tanto la soluciéon general del sistema es:

X (1) = XN + X2 = O < . >e3t+C’2 K B )éﬂ( : )tef“] ,

) , dando lugar a la primera solucién fundamental

—1

Usando la condicién inicial ?(O) = ( ? ) se obtienen las constantes C; =2y Cy = =3 y la

solucién del sistema es:



b) Resolviendo la EDO de segundo orden y aplicando las condiciones iniciales se tiene: Re-
solviendo la EDO de segundo orden y aplicando las condiciones iniciales se tiene

y(t) = e + 3te

¢) La segunda ecuacién del sistema es X5(t) = Xi(t) + 4Xo(¢t), derivando resulta X7 (t) =
X1(t) +4X5(1).

Por la primera ecuacién del sistema sabemos que X1 (t) = 2X;(¢t) — Xo(¢).
Por otra parte, despejando en la segunda ecuacién tenemos X (t) = X5 (t) — 4Xa(t).

Sustituyendo nos queda:
XY(t) = 25 () — Xa(t) + 4X5() = 2(X5(t) — 4Xa () — Xa(t) + 4X5(t) = 6X3(t) — 9Xs (1)

Haciendo el cambio X5(t) = y(t), y transponiendo términos nos queda: y” — 6y’ + 9y = 0, con
las condiciones iniciales y(0) = X2(0) =1 y ¢/(0) = X5(0) = X1(0) + 4X2(0) =2+ 4 = 6, es
decir exactamente el problema de valor inicial planteado en el apartado (b).

En cuanto a las soluciones se observa que y(t) coincide con Xa(t) y también, como X;(t) =
X5(t) — 4X5(t), resulta que:

X1(t) =9/ (t) — 4y(t) = (6 + 9t)e3 — 4((1 + 3t)e3!) = (2 — 3t)e3!

Cuestién 14 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X' (t) = A?(t), con A = [ i _; } ,
se pide:

(a) Hallar la solucién general del sistema )_(>(t) .

(b) Encontrar una solucién del sistema que esté acotada cuando t — +00.

SOLUCION:

(a) La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores y vectores propios asociados
a la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A—AI| = 0, obteniendo A\; = —4

. [ . . 1
y A2 = 5 (reales y distintos). Ademds, unos vectores propios asociados son & = < 4 ) y

2 . ., . _
& = < 1 > , respectivamente. Por lo tanto la soluciéon general del sistema se puede escribir

en la forma

?(t) = 1&1eMt + et = ¢ ( _14 > e 4 ¢y < i ) edt

donde c; y ¢z son constantes arbitrarias.



(b) A la vista de la solucién general y, mdas especificamente, considerando las exponenciales
que aparecen en su expresion podemos encontrar una solucién acotada cuando t — +o0,
tomando las constantes ¢ = 1y co = 0, obteniendo

X0 =aevt = (1 Yo

Cuestién 15 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X' (t) = A?(t), con A= [ i :i ] ,

Se pide:

i) Hallar la solucién general del sistema ?(t)

ii) Estudiar el comportamiento de la solucién general cuando la variable ¢ — —oo

SOLUCION:

i) La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores propios y vectores propios
asociados de la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A — M| =0 = \; =
14142, =1—142.

Dado que los autovalores son ntimeros complejos conjugados entre si, basta con calcular un
vector propio asociado a cualquiera de ellos.
. . . . 1
Por ejemplo, el vector propio asociado a Ay =1+142 es £ = < 1 > .
Para hallar la solucién general vamos a calcular la parte real y la parte imaginaria de &e
cos(2t)
sin(2t) + cos(2t)

A1t
)

obteniendo como parte real U(t) = ( > e', y como parte imaginaria

B sin(2t) ¢ iy
V(t) = < sin(2t) — cos(2¢) ) e’ , por tanto la solucién general es

X(t) = U(t) + eV (1)

donde ¢1, co son constantes.

ii) Dado que . lim e’ = 0y que las funciones sin(2t) y cos(2t) estdn acotadas se concluye que
——00

lim U(t) = . lim V(t) = < 8 > , ¥ para cualquier valor de las constantes c¢; y c2, se tiene
——00

m1?@:<8>

t——o0

Cuestién 16 Dado el sistema de ecuaciones X' = AY(t), con A = [ 110 }

6 -3
a) Encontrar la solucién que cumple la condicién inicial ?(O) =2 0.
b) Comprobar la solucién obtenida.



SOLUCION:
a) La matriz A tiene autovalores \j =7 y Ao =—-9.

Sus autovectores asociados son, respectivamente, proporcionales a 51 =(53)7Ty 52 = (1,-1)T.

La solucién general, por lo tanto, viene dada por:

(a4

Usando la condicién inicial, obtenemos ¢ =1/4 y ¢y =3/4

Nos queda finalmente:

b) Haciendo operaciones comprobamos que:

Yo =3 [(5) e (57)e]
- (3 D) ()3 ()

con lo que se comprueba que la solucién es correcta.

Y para la condicién inicial

Cuestién 17 Dado el sistema de ecuaciones diferenciales X' (t) = AY(t), con A = [ :i1’> 411 ] ,

Se pide:

i) Hallar la solucién general del sistema }(t)
ii) Estudiar el comportamiento de la solucién general cuando la variable ¢ — 400

SOLUCION:



i) La solucién general del sistema se obtiene calculando los valores propios y vectores propios
asociados de la matriz A. Para obtener los valores propios se resuelve |[A — \I[| = 0 =
M 42X 4+1=0= A=\ = \y = —1, rafz real doble.

. . 2 . .
El vector propio asociado a A = —1 es 7 = < 1 > . Obtenemos una primera solucion

—t
fundamental Yl(t) — Vet = < 2:,15 > .

Dado que e_l> autovalor se _r>epite, buscaremos otra i)lucién fundamental de la forma ?g(t) =
7te_t + We™", donde W satisface que (A + )W = 7 Resolviendo el sistema podemos

tomar T — < -1 > . Asf pues, Xo(t) = ( (2t —1)e™ >

0 tet

La solucién general del sistema viene dada por ?(t) =c ?1(0 +c2 Yg(t) , donde ¢; y c2 son
constantes. Por tanto la solucién pedida es:

}(t) = < (2c1 —ca+2cat) e )

(c1 +cat) et

ii) Dado que para cualquier valor de las constantes ¢1 y ca se verifica que
lim (2¢; —co+2cat)e !t =0,y que tligfn (c1 +cat) e =0, se concluye que:
(e, ] —+00

t+
lim X (f) = ( 8 >

t——+o0

3 =95

Cuestién 18 Sea el sistema de ecuaciones X/ = A?(t), con A = [ 0 -3

Se pide:
a) Hallar la solucién general cuando o = 2.

b) Resolver el sistema bajo la condicién inicial ?(O) = (3, 2)T cuando a = 0.

SOLUCION:
a) Calculamos en primer lugar los autovalores de la matriz de coeficientes.

Resolviendo la ecuacién |A — M| = 0 obtenemos A = +i como soluciones complejas conjugadas.

Para A=1 unvectorpropioasociadoes7:(322.):<g>+<_01>i’

luego la solucién general del sistema es:

5cost Hsint
Y(t) =G ( 3cost +sint > +Cs ( 3sint — cost )




b) Cuando a = 0 la ecuacién |A — M| = 0 tiene por soluciones \; =3 Ay = —3

Para \; = 3 se obtiene el autovector ¥ = (1, 0)7, y para A\ =—-3 W = (5, 6)7

1
La solucién general de la ecuacién es, por lo tanto: :@ =c < 0 > e3t +co < 2 > e 3t

Usando la condicién inicial ?(O) = ( 2 > los valores de las constantes son ¢; =4/3y c2 = 1/3.

Por tanto la solucién particular del sistema es:

1 [ 4e3t 4+ 5e3t
7(75) =3 ( o3t

Cuestion 19 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{ 2y (t) =5x1(t) — 6x2(t)
zy(t) =31 (t) — w2(t)

sabiendo que z1(0) = —1; 22(0) = 2.

SOLUCION:
La matriz de los coeficientes del sistema es A = ( g :‘15 ) . Calculamos los autovalores de A
. 5-—A —6 9 . . .

resolviendo, 3 1 =X —4X4+13 =0, y se obtiene \;y =24 13; 3 =2 — 143

Los autovalores de A son complejos conjugados. Para hallar la solucién del sistema de ecuaciones
vamos a calcular un vector propio, V=" , asociado al autovalor Ay = 2 4 ¢3. Para ello

Yy
iy . - o . ~ 1+
resolvemos la ecuacién vectorial, (A — A\ 1)V =0, y se obtiene : V = —1H . Ahora vamos a

obtener la parte real e imaginaria de la soluciéon fundamental del sistema de ecuaciones diferenciales
dada por :

R(t) = MV = (et < H ) = Re(X (1) +i Im(X(£)),

B3t — cos(3t) + isin(3t) y operando se tiene:

N e2t(cos(3t) — sin(3t)) . th(cos(Bt) + sin(3t))
Re(X(1)) = < 2t cos(3t) > ’ Tm(X(#)) = < 2t sin(3t) ) '

usando la férmula de Euler, e

La solucién general del sistema es X () < i ) = ¢;Re(X(t)) + coIm(X(t)), donde las
O =

constantes ¢y, c2, se obtienen con el dato inicial x;( —1; x22(0) =2.



En efecto, 21(0) = =1 =c1 + 2 ,22(0) =2 =¢; = ¢1 = 2,co = —3. Finalmente la solucién
pedida es

o x(t)\ [ —e*(cos(3t) + 5sin(3t))
X6 = < ea(t) ) - ( €21(2 cos(3t) — 3sin(31)) )

Cuestion 20 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

{ 2 (t) = 3x1(t) + 2 22(t)
:L’/Q(t) = -2 .CUl(t) + 3%2(t)

sabiendo que z1(0) = 2; 22(0) = —1.

SOLUCION:

La matriz de los coeficientes del sistema es A = ( _32 g ) . Calculamos los autovalores de A
. 3—A 2 9 . . )

resolviendo, _9 3_ =X —6A+13=0, y se obtiene \; =3+ 1i2; =3 — 12

Los autovalores de A son complejos conjugados. Para hallar la solucién del sistema de ecuaciones

vamos a calcular un vector propio, vV = Zj , asociado al autovalor \; = 3 + i2. Para ello

resolvemos la ecuacién vectorial, (A — A\ I )‘7 = 0, y se obtiene : V= 1 . Ahora vamos a

obtener la parte real e imaginaria de la soluciéon fundamental del sistema de ecuaciones diferenciales
dada por :

X(t) = MW = et < 1 > = Re(X (1)) +i Im(X(¢)),

2t — cos(2t) + isin(2t) y operando se tiene:

Re(t(0) = (‘i ) k) = (Guome )

€77 COS

usando la férmula de Euler, ¢’

La solucién general del sistema es X(t) = < zi(t) ) = ¢;Re(X(t)) + coIm(X(t)), donde las

zo(t)
constantes ¢y, c2, se obtienen con el dato inicial z1(0) = —1; 22(0) = 2.
En efecto, 21(0) =2 =1¢1 ,22(0) = =1 =c¢y = ¢ =2,cp = —1. Finalmente la solucién pedida
es

x=( 20 ) = (ol - ooy )




