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CALCULO DIFERENCIAL APLICADO
TEMA 6: Series de Fourier y separacion de variables: Ecuacién de onda.
EJERCICIOS Y PROBLEMAS
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Cuestion 1 Consideremos el siguiente modelo de ecuacién de onda:

Ecuacion en Derivadas Parcial 82“( £) 62“( £); t>0, 0<z<
cuacién en Derivadas Parciales : ——(z,t) = — (z,1); r<T
8.%’2 ) atQ ) Y )
Condiciones de Contorno : u(0,t) =0, u(m,t)=0; t>0
0
Condiciones Iniciales : (i) u(x,0) = 5sin(2x) — 2sin(5x), (i) —u(:n, 0)=0, 0<z<m.

ot

Aplicando separacién de variables y la condicién (ii), la solucién formal del modelo puede escribirse
como:

u(z,t) = Z A, cos(nt)sin (nx) ; con A, € R.
n=1

Hallar el valor de u(w/4,m/4)

Nota: En caso necesario, podria ser ttil el siguiente resultado:

0; m#n

L/2; m=n

L
e Dados L >0y m,n € N, se tiene que: / sin (%x) sin (%x) dz = {
0




Cuestion 2 Consideremos el siguiente modelo de ecuacién de onda.

d%u d%u

Ecuacién Derivadas Parciales : ——(z,t) = == (z,t), t>0, 0<z <7

Ox2 ot?
Condiciones Contorno : u(0,t) =0, wu(m,t)=0, t>0

du

4
C d . I o . 1 . . O — k2 . k .o
ondiciones Iniciales (i) u(zx,0) ; sin(kzx), (ii) 5

Aplicando separacion de variables la solucién formal del modelo puede escribirse

u(z,t) = ZA" cos(nt) sin(nz), con A, €R.

n=1

Hallar los coeficientes A,, ,¥n > 1 y expresar u(z,t) como una suma finita.

(l’,O):O, 0<z <.

Cuestion 3 Consideremos el siguiente problema:

2 2
Ecuacién en Derivadas Parciales : w(m, t) = gtg(x, t); >0, 0<z<m
Condiciones de Contorno :  u(0,t) =0, wu(m,t)=0; t>0
Condiciones Iniciales : (i) w(z,0) = 7sin(3z) — 3sin(7z), (ii) ?:

Se pide:

(,0) =0, 0<z<m.

i) Tomando u(z,t) = X (x)T(t) # 0, aplicar el método de separacién de variables y demostrar

que X (z) satisface el siguiente problema de valores en la frontera:

X"+ AX =0; X(0)=0; X(7) =0;

y hallar los valores de la constante de separacién A > 0 que dan lugar a soluciones no nulas.

ii) Sabiendo que la solucién u(z,t) se puede expresar como:

u(z,t) = ZA” cos(nt)sin (nx) ; con A, € R.

n=1

Hallar el valor de u(w/2, )




Cuestion 4 Consideremos el siguiente modelo:

. . . 0*u 0%u
Ecuacion en Derivadas Parciales (EDP) ﬁ(a:, t) = ﬁ(w, t); t>0, 0<z<m,
x
Condiciones de Contorno (CC) : uw(0,t) =0, u(m,t)=0; t>0
Condiciones Iniciales (CI) (i) u(z,0) = 4sin(x) — 2sin(3z)
y (ii) ZZZ(:U,O) 0, 0<z<m

Se pide:

i) Clasificar el tipo de modelo indicando especificamente el significado de las condiciones de
contorno (CC) e iniciales (CI).

ii) Sabiendo que la solucién u(zx,t) se puede expresar como:
o0
u(x,t) = ZA” cos(nt)sin (nx) ; con A, € R.
n=1
Hallar el valor de los coeficientes A,, y obtener la solucién u(z,t).

iii) Comprobar la solucién obtenida en el apartado ii)

Cuestion 5 Dado el siguiente problema modelo de ecuacion de ondas:

0u 0%u
@(0 t)=0 %( t)=0, t>0, (condiciones de frontera)
ax 9 - % 8$ 7T7 - I ) 1
u(z,0) = 3cosx , 0<z<m (posicién inicial)
ou . .
E((I}, 0)=1—cosdzx, 0<z<m7 (velocidad inicial)

a) Aplicar el método de separacién de variables tomando u(z,t) = X (x)T(t) # 0 y hallar la
ecuacion diferencial que satisface la funcién 7'(t).

b) Hallar el problema de contorno que satisface la funcién X (x) y los valores de A > 0 que dan
lugar a soluciones no nulas, siendo A la constante de separacién.

c) Hallar la solucién u(z,t) del problema.




