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Cuestión 1

Hallar la solución del siguiente problema con valores en la frontera:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x ∈ (0, 1) , y ∈ (0, 1)

u(0, y) = 0 , u(1, y) = 0 , y ∈ [0, 1],

∂u

∂y
(x, 0) = 1 , u(x, 1) = 0, x ∈ [0, 1] .

SOLUCIÓN:
Aplicando separación de variables, u = X(x)Y (y) tenemos que X′′

X = −Y ′′

Y = −λ.
Las condiciones de frontera homogéneas dan lugar a X(0) = 0, X(1) = 0, Y (1) = 0 y la única
condición de frontera no homogénea ocurre en y = 0. Por tanto, asumimos que λ > 0 y resolvemos
el problema de autovalores: X ′′ + λX = 0, X(0) = 0, X(1) = 0.
La solución es λn = n2π2, Xn(x) = sin(nπx), n = 1, 2, . . .. ¿Por qué?
La solución general de la EDO es X = c1 cos(

√
λx) + c2 sin(

√
λx). X(0) = c1 = 0 y X(1) =

c2 sin(
√
λ) = 0, dan lugar a

√
λ = nπ, n = 1, 2, . . ..

Resolviendo ahora el problema Y ′′−λY = 0 con Y (1) = 0, obtenemos Xn(x) = sinh[
√
λn(y−1)] =

sinh[nπ(y − 1)].
Aplicando el principio de superposición:

u(x, t) =
∞∑
n=1

an sin(nπx) sinh[nπ(y − 1)],

1 =

∞∑
n=1

annπ sin(nπx) cosh(−nπ) =

∞∑
n=1

annπ cosh(nπ) sin(nπx).



Entonces

nπ cosh(nπ)an = 2

∫ 1

0
sin(nπx)dx = − 2

nπ
cos(nπx)|10 = 2

1− cosnπ

nπ
.

Por tanto an es

an =

{
4

n2π2 cosh(nπ)
, odd n,

0, even n.

y la solución del problema con valores en la frontera (PVF) es

u(x, t) =
4

π2

∞∑
n=1

sin[(2n− 1)πx] sinh[(2n− 1)π(y − 1)]

(2n− 1)2 cosh[(2n− 1)π]
.

Cuestión 2 Hallar la solución del siguiente problema con valores en la frontera:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x ∈ (0, 1) , y ∈ (0, 1)

u(0, y) = 0 , u(1, y) = sin
πy

2
, y ∈ [0, 1],

∂u

∂y
(x, 0) = 0 ,

∂u

∂y
(x, 1) = 0, x ∈ [0, 1] .

SOLUCIÓN:
Aplicando separación de variables, u = X(x)Y (y) tenemos que X′′

X = −Y ′′

Y = λ.
Las condiciones de contorno homogéneas dan lugar a X(0) = 0, Y ′(0) = 0, Y ′(1) = 0 y la única
condición de frontera no homogénea ocurre en x = 1.
Por tanto asumimos que λ > 0 y resolvemos el problema de autovalores: Y ′′ + λY = 0, Y ′(0) = 0,
Y ′(1) = 0.
La solución es λn = n2π2, Yn(y) = cos(nπy), n = 0, 1, 2, . . .. ¿Por qué?
La solución general de la EDO es Y = c1 cos(

√
λy) + c2 sin(

√
λy). Y ′(0) =

√
λc2 = 0 y Y ′(1) =√

λc1 sin(
√
λ) = 0, dan lugar a c2 = 0,

√
λ = nπ, n = 0, 1, 2, . . ..

Resolviendo ahora el problema X ′′ − λX = 0 con X(0) = 0, obtenemos
Xn(x) = sinh[

√
λnx] = sinh(nπx). Para n = 0, X0 = a0x.

Aplicando el principio de superposición:

u(x, y) = a0x+
∞∑
n=1

an sinh(nπx) cos(nπy),

sin
πy

2
= a0 +

∞∑
n=1

an sinh(nπ) cos(nπy).

Entonces

a0 =

∫ 1

0
sin

πy

2
dy =

2

π
,

an = 2

∫ 1

0
sin

πy

2
cos(nπy)dy =

∫ 1

0

(
sin

(2n+ 1)πy

2
− sin

(2n− 1)πy

2

)
dy

=
2

(2n+ 1)π
− 2

(2n− 1)π
= − 4

(4n2 − 1)π
.



Por tanto la solución del problema con valores en la frontera (PVF) es

u(x, y) =
2x

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
sinh(nπx) cos(nπy).

Cuestión 3 Hallar la solución del siguiente problema con valores en la frontera:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x ∈ (0, 1) , y ∈ (0, 1)

u(0, y) = 0 , u(1, y) = 0 , y ∈ [0, 1],

∂u

∂y
(x, 0) = e2x , u(x, 1) = 0, x ∈ [0, 1] .

SOLUTION:
Aplicando separación de variables, u = X(x)Y (y) tenemos que X′′

X = −Y ′′

Y = −λ.
Las condicione de contorno homogéneas dan lugar a X(0) = 0, X(1) = 0, Y (1) = 0 y la única
condición de frontera no homogénea ocurre en y = 0.
Por tanto asumimos que λ > 0 y resolvemos el problema de autovalores: X ′′ + λX = 0, X(0) = 0,
X(1) = 0.
La solución es λn = n2π2, Xn(x) = sin(nπx), n = 1, 2, . . .. ¿Por qué?
La solución general de la EDO es X = c1 cos(

√
λx) + c2 sin(

√
λx). X(0) = c1 = 0 y X(1) =

c2 sin(
√
λ) = 0, dan lugar a

√
λ = nπ, n = 1, 2, . . ..

Resolviendo ahora el problema Y ′′−λY = 0 con Y (1) = 0, obtenemos Xn(x) = sinh[
√
λn(y−1)] =

sinh[nπ(y − 1)].
Aplicando el principio de superposición:

u(x, t) =
∞∑
n=1

an sin(nπx) sinh[nπ(y − 1)],

e2x =
∞∑
n=1

annπ sin(nπx) cosh(−nπ) =
∞∑
n=1

annπ cosh(nπ) sin(nπx).

Entonces

nπ cosh(nπ)an = 2

∫ 1

0
e2x sin(nπx)dx = 2Im

∫ 1

0
e2x+inπxdx = Im

2

2 + inπ
(e2+inπ − 1)

= Im
2

2 + inπ
[e2(−1)n − 1] = − 2nπ

4 + n2π2
[(−1)ne2 − 1].

Por tanto an es

an =
2[1− (−1)ne2]

(4 + n2π2) cosh(nπ)
,

y la solución del problema con valores en la frontera (PVF) viene dada por

u(x, t) = 2

∞∑
n=1

1− (−1)ne2

(4 + n2π2) cosh(nπ)
sin(nπx) sinh[nπ(y − 1)].


