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CALCULO DIFERENCIAL APLICADO
TEMA 7: Series de Fourier y separaciéon de variables: Ecuacién de Laplace.
PROBLEMAS

Autores:
Manuel Carretero, Luis L. Bonilla, Filippo Terragni, Sergei Iakunin y Rocio Vega

Cuestién 1

Hallar la solucién del siguiente problema con valores en la frontera:

*u  *u

=5 +55=0 0,1 0,1

8x2+8y2 ’x€<a)7y€(a)

U(O,y) =0, U‘(l’y) =0, ye [07 1]7

0

a—Z(az,O) =1, u(z,1) =0, z€0,1].
SOLUCION:
Aplicando separacién de variables, © = X ()Y (y) tenemos que XTH = —YTN =-A\

Las condiciones de frontera homogéneas dan lugar a X(0) = 0, X(1) = 0, Y(1) = 0 y la tnica
condicion de frontera no homogénea ocurre en y = 0. Por tanto, asumimos que A > 0 y resolvemos
el problema de autovalores: X” + XX =0, X(0) =0, X(1) =0.

La solucién es \, = n?72, X,,(z) = sin(nwz), n =1,2,.... ;Por qué?

La solucién general de la EDO es X = cjcos(vVAz) + casin(vAz). X(0) = ¢ =0y X(1) =
cosin(v/A) = 0, dan lugar a VA =nm, n=1,2,....

Resolviendo ahora el problema Y’ —\Y = 0 con Y (1) = 0, obtenemos X, (z) = sinh[v/A,(y —1)] =
sinh[n7(y — 1)].

Aplicando el principio de superposicion:

u(z,t) = Z ap sin(nmz) sinh[nw(y — 1)],

n=1

o o
1= Z apnm sin(nmx) cosh(—nm) = Z apnm cosh(n) sin(nmx).

n=1 n=1



Entonces
1
2 1—cosn
nm cosh(nm)a, = 2/ sin(nrx)dr = —— cos(nmz)|§ = p A
0 nm nm

Por tanto a,, es

0, even n.

4
ap = { n2m? cosh(nm)’ odd n,

y la solucién del problema con valores en la frontera (PVF) es

sin[(2n — 1)7x] sinh[(2n — 1)7(y — 1)]
T2 Z (2n — 1)2 cosh[(2n — 1)7] )

Cuestion 2 Hallar la solucién del siguiente problema con valores en la frontera:

0*u  0%u

a5+t 575=0 0,1 0,1

8m2+8y2 ; £€(0,1), ye(0,1)

u(0,y) =0, u(l,y) = sin%, y € [0,1],

g;b(:cﬂ) =0, gZ(x,l) =0, z€0,1].
SOLUCION:
Aplicando separacién de variables, u = X (x)Y (y) tenemos que )g(u _ —YTN _

Las condiciones de contorno homogéneas dan lugar a X(0) = 0, Y'(0)
condicion de frontera no homogénea ocurre en x = 1.

Por tanto asumimos que A > 0 y resolvemos el problema de autovalores: Y” + \Y =0, Y'(0) = 0,
Y'(1) =0.

La solucién es A\, = n?72, Y, (y) = cos(nmy), n = 0,1,2,.... ;Por qué?

La solucién general de la EDO es Y = ¢; cos(VAy) + casin(v/Ay). Y'(0) = VAea =0y Y'(1) =
Ve sin(v/A) =0, dan lugar a co =0, VA =nm, n=0,1,2,....

Resolviendo ahora el problema X” — AX = 0 con X(0) = 0, obtenemos

X, (z) = sinh[y/A\,z] = sinh(nmx). Paran =0, Xo = apx.

Aplicando el principio de superposicion:

0, Y'(1) = 0 y la tnica

u(z,y) = apr + Z an sinh(nmx) cos(nmy),

n=1

oo
sin % =ap+ Z ap sinh(nm) cos(nmy).

/1 . Ty 2
ag = sin —dy = —,
0 2 v
1 1
2 1 2n — 1
0 =2 / sin ™Y cos(nmy)dy = / (<+>y _ <2>y) dy
0 0

2
_ 2 _ 2 _ 4
S 2n+ D71 2n—17 (4n2-1)rm

n=1

Entonces




Por tanto la solucién del problema con valores en la frontera (PVF) es

R N |

FDD 1 sinh(nrz) cos(nmy).

Cuestion 3 Hallar la solucién del siguiente problema con valores en la frontera:

gig#;: —0, z€(0,1), ye(0,1)

u(0,9) =0, u(l,y) =0, y €0,1],

gZ(az,O) =2 u(z,1) =0, z<€[0,1].
SOLUTION:
Aplicando separacién de variables, v = X (x)Y (y) tenemos que XN = Y?” = -\

Las condicione de contorno homogéneas dan lugar a X(0) = 0, X(1)
condicién de frontera no homogénea ocurre en y = 0.

Por tanto asumimos que A > 0 y resolvemos el problema de autovalores: X" + AX = 0, X(0)

X (1) =0.
La solucién es A\, = n?72, X, (z) = sin(nwz), n =1,2,.... ;Por qué?

La solucién general de la EDO es X = ¢ cos(vVAz) + cosin(vAz). X(0) = ¢ = 0y X(1)

cosin(v/A) = 0, dan lugar a VA =nm, n=1,2,....

Resolviendo ahora el problema Y —AY = 0 con Y (1) = 0, obtenemos X,,(x) = sinh[\/A,(y —1)]

sinh[n7(y — 1)].
Aplicando el principio de superposicién:

u(z,t) = Z ap sin(nmz) sinh[nw(y — 1)],

n=1

X = Z apn sin(nrx) cosh(—nm) = Z apnm cosh(n) sin(nmx).

n=1 n=1
Entonces
1 1 . 2 )
nm cosh(nm)a, = 2/ e* sin(nrx)dr = ZIm/ 2T g0 — Im———— (2T — 1)
0 0 2 —+wnm
2nm
=1 21" = 1] = ————[(-1)"* - 1].
ms [P 1] = (1) 1)
Por tanto a,, es
21 - (=1)"¢?
Qa =
" (44 n2n2) cosh(nm)’

y la solucién del problema con valores en la frontera (PVF) viene dada por

o0 l)n 2
=2
Z 4—|—n2 2) cosh(n)
n:l

sin(nmz) sinh[nw(y — 1)].

0, Y(1) = 0 y la tnica

=0,




