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Capitulo 1

Conjuntos de numeros

1.1. Numeros naturales

El conjunto ordenado de los niimeros naturales se nombra con la letra N, tiene
infinitos elementos y se suele representar como N = {1,2,3,...}. Aqui las llaves
indican que es un conjunto, del que se muestran los tres primeros elementos, y los
puntos suspensivos representan los infinitos niimeros naturales que, por razones ob-
vias, no se pueden escribir en su totalidad.

Siempre que se suman o multiplican dos nimeros naturales el resultado que se ob-
tiene es otro numero natural. Decimos entonces que las operaciones suma (+) y
producto (*) son operaciones internas en N. Sin embargo, las operaciones resta (—)
y divisién (/) son operaciones ezternas en N, ya que cuando se restan o dividen
dos nuimeros naturales el resultado de la operacion no tiene por qué ser un nimero

natural. Por ejemplo, 3 —5¢ Ny 3/5¢ N.

Los nimeros naturales se usan frecuentemente en problemas en los que hay que
contar o enumerar objetos. Para facilitar esta labor, se definen a continuacién el
factorial y el numero combinatorio.

Definicién 1 Dado n € NU {0}, su factorial es
nl=nn-1)mn-2)...3-2-1.

Por convenio, 0! = 1.

Ejemplos. 3! =3-2-1=6; 4!=4.3-2-1=24; nl=n(n-1).



El factorial es 1til a la hora de ordenar elementos de un conjunto. Si tenemos n
elementos distintos y queremos saber de cuantas maneras distintas es posible or-
denarlos (permutaciones), la respuesta es n!. Por ejemplo, si tres amigos quieren
sentarse en un sofa que tiene tres asientos, pueden hacerlo de 3! = 6 formas dis-
tintas, esto es 3! indica el nimero maximo de permutaciones diferentes de los tres
amigos a la hora de sentarse.

Definicién 2 Dados m, n € N, con m > n, el nimero combinatorio (o coeficiente
binomial) se define

<m) m! m(m—1)(m—2)...(m—n+1)

n!(m —n)! n!

Ademas, en el caso n = 0, se tiene que (:?) = 1.

. ) 5! 5-4
Ejemplo. (2) =53 - 3 10.

El nimero combinatorio también tiene un significado a la hora de contar. Con-
cretamente, si tenemos un conjunto con m elementos y queremos saber cuantos
subconjuntos distintos de n < m elementos podemos formar a partir de ellos (com-
binaciones de orden n), la respuesta es (T:) Por ejemplo, el nimero de parejas de

baile distintas que pueden formar tres amigos es (g) = 3.

Por otro lado, los ntimeros naturales seran particularmente ttiles en el desarrollo
del Capitulo 2. Para facilitar la comprension de los contenidos, vamos a explicar una
técnica que sirve para demostrar propiedades que dependen de niimeros naturales,
conocida con el nombre de principio de induccion.

El principio de induccion establece lo siguiente. Si

(1) comprobamos que el nimero natural n = 1 verifica la propiedad P ;

(71) suponemos que el nimero natural n = k verifica la propiedad P (hipdtesis de
induccién);

(77) demostramos que el nimero natural n = k 4 1 verifica la propiedad P ;
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entonces todos los niimeros naturales verifican la propiedad P . Esto es, P se cumple
para todo n € N.

En la practica, cuando apliquemos el principio de induccion, seguiremos este orden:
probaremos (i), daremos por supuesta la hipdtesis de induccién (ii) y deberemos
demostrar, a partir de ella, (7).

NOTA. En general, en (i) debemos demostrar que la propiedad se cumple para el
nimero natural mas pequeno que de sentido a P. Por ejemplo, si en (i) demostra-
mos que P se verifica para n = 3 y seguimos con los pasos (i) y (iii), entonces
concluiremos que la propiedad deseada es cierta para todos los ntimeros naturales
mayores o iguales que 3.

Ejemplo. Demostramos que la suma de los n primeros niimeros naturales es

n(n+1)
—

n

(1.1) di=14243+...+n=
i=1

La propiedad P, en este caso, es la férmula (1.1)) y queremos probar que es cierta

para todos los niimeros naturales, esto es para todo n € N. Apliquemos el principio

de induccién.

(7) El nimero natural n = 1 verifica la propiedad P ya que

= . 1(1+1)
o= D
=1 2

(74) Supongamos que el nimero natural n = k verifica la propiedad P (hipétesis
de induccién), esto es asumimos que

k
E:i:1+2+3+”.+k:

i=1

k(k+1)
5
(i13) Sin = k+ 1, se tiene que
k1
k(k+1
S i= 14243+, Akt (k+1) = %

=1

(k+1D[(k+1)+1]

donde en la segunda igualdad hemos aplicado la hipétesis de induccion. Por
tanto la propiedad P se verifica también para n = k+ 1 y, gracias al principio
de induccién, podemos concluir que la féormula (1.1]) es cierta para todos los
numeros naturales.



1.2. Numeros enteros

El conjunto de los niimeros enteros se nombra con la letra Z, esta formado por
infinitos elementos y se describe como Z = {...,-3,—-2,-1,0,1,2,3,...}. Vemos
que Z contiene a N (esto es N C Z); ademés contiene al elemento 0 y a los valores
correspondientes a los niimeros naturales con signo negativo.

Las operaciones suma (+), resta (—) y producto (x) son internas en Z, sin embargo
la divisién (/) es una operacién externa en Z, pues al dividir dos niimeros enteros
el resultado no tiene por qué ser entero (por ejemplo 65/10 ¢ Z).

1.3. Numeros racionales e irracionales

El conjunto de los niimeros racionales se nombra con la letra Q, esta formado
por fracciones de niimeros enteros y se define como Q = {a/b, con a,b € Z, b # 0} .
Obsérvese que se verifica la relacion N C Z C Q.

En Q las cuatro operaciones bdsicas, suma (+), resta (—), producto (x) y divisién
(/), son internas. Por tanto QQ es un conjunto que satisface todas nuestras necesida-
des a la hora de realizar operaciones aritméticas. Por otro lado, un ntimero racional
se puede expresar en forma de niimero decimal y solamente de uno entre dos modos
distintos: como (7) nimero decimal exacto o (i7) nimero decimal periddico.

Ejemplos.
3 . .
° 5 = 1,5 es un numero decimal exacto.
1 5 , : s
° 3= 0,3333333333... = 0,3 es un numero decimal periédico puro.
11 N , . s .
) 5 = 1,8333333333... = 1,83 es un numero decimal periédico mixto.

Otra propiedad importante que tiene el conjunto Q es que, dados dos ntimeros ra-
cionales p y ¢, con p < ¢, siempre existen infinitos niimeros racionales entre ellos
dos. En efecto, 11 = (p +¢q)/2, r2 = (p +71)/2, r3 = (p +12)/2, ... son (infinitos)
racionales que se hallan entre p y ¢. Por tanto decimos que QQ es un conjunto denso.
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También existen infinitos niimeros que no pertenecen a Q, esto es todos aquellos que
se expresan en forma decimal con infinitas cifras decimales no periddicas. Dichos
ntimeros se llaman irracionales (su nombre proviene de que no pueden expresarse
como numeros racionales, esto es como cociente de dos nimeros enteros). Denota-
remos al conjunto de los nimeros irracionales con la letra I. Por ejemplo, m, v/2, e
son numeros irracionales.

Ejemplo. El ejemplo académico de niimero irracional més famoso es v/2. Probemos
que V2 no es racional. Para ello vamos a usar una técnica de demostracién llamada
demostracion por reduccion al absurdo. En este caso, el método consiste en suponer
que v/2 pertenece a Q y ver que asf se llega a algo absurdo, confirméndose por tanto
que v/2 ¢ Q. En efecto, si v/2 € Q, entonces existen dos ntimeros enteros p y ¢ tales
que V2 = p/q. Ademds, podemos seleccionar estos nimeros enteros de forma que
la fraccién p/q sea irreducible. Elevando al cuadrado se tiene que 2 = p?/q¢?, por
tanto p?> = 2¢%. Asi pues p? es par y p también es par, esto es p = 2k para algin
k € Z. Sustituyendo esta tltima relacién en p* = 2¢* obtenemos que ¢* = 2k?, lo
que implica que ¢ es par y ¢ = 2m para algin m € Z. De esta forma, llegamos
a poder escribir v2 = p/q = (2k)/(2m) = k/m, algo absurdo porque habiamos
supuesto que la fraccién p/q es irreducible. Como consecuencia, queda demostrado
que necesariamente v/2 ¢ Q, esto es v/2 es un nimero irracional.

1.4. Numeros reales

El conjunto de los nimeros reales se denota con la letra R. Dado el caracter
introductorio del capitulo, damos una definicién concisa de este conjunto diciendo
que R esta constituido por la unién disjunta de dos conjuntos, el conjunto de los
nimeros racionales y el conjunto de los niimeros irracionales, esto es R = Q U I.
Dado que el conjunto de los nimeros racionales contiene a los enteros, podemos
concluir que R incluye todos los nimeros que hemos definido hasta el momento.

Los numeros reales se pueden representar en la llamada recta real (vease Figura
que se construye fijando la posicién del nimero 0 (origen), de modo que los niimeros
reales negativos se representan a la izquierda de 0 y los niimeros reales positivos a
su derecha (el punto de vista es el del lector). Una de las propiedades fundamen-
tales que tienen los nimeros reales es que ‘llenan toda la recta real’, es decir todo
nimero real representa un punto de la recta y viceversa. Los niimeros racionales no
tienen esta propiedad ya que, por ejemplo, la posicion representada por el nime-
ro irracional v/2 es un ‘hueco’ que los niimeros racionales no son capaces de describir.



A
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Figura 1.1: Recta real.

1.4.1. Propiedades de los niimeros reales

Veamos ahora algunos conceptos y propiedades relevantes de R que seran muy ttiles
para desarrollar el resto del curso.

e R es un conjunto totalmente ordenado.

En la recta real los niimeros reales se representan de menor a mayor. El orden
se establece a través de la relacién que determinan los simbolos < (menor que),
< (menor o igual que), > (mayor que) y > (mayor o igual que). Por ejemplo,
—10 < =3/2 < —1,1 <0 <4/3 <2 <e <7 <1000. De forma simétrica
se tiene que 1000 > 7 > e > /2 > 4/3 >0 > —1,1 > —=3/2 > —10. Més en
general, dados dos nimeros reales a y b, se verifica siempre una sola de estas
tres relaciones: a < b, a > b, a = b.

e Valor absoluto de un numero real.

El valor absoluto de 2 € R es un nimero real positivo que indicamos con |z|
y definimos como

—T si x<0,
(1.2) lz| = Va2 = 0 siox=0,
x siox>0.

El valor absoluto es muy importante porque nos permite medir distancias en-
tre nimeros reales, es por tanto un ‘metro matematico’. Concretamente, dados
dos numeros reales x e y, la distancia entre ellos es |z — y| = |y — z|. En par-
ticular, el valor absoluto de cualquier nimero real x es la distancia de x al
origen 0, ya que |z| = |z — 0|.
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Recordamos las siguientes propiedades para todo z, y € R.

Vo |z = 2?.

Volz| = | —x.

Volzyl = lallyl

V —lz] <z < xf.

V]z| <a < —a <z <a (paratodoa>0).
V] > a <= 2 < —a o z > a (paratodoa>0).
V |z +y| < |x|+ |y| (desigualdad triangular).

Volal =yl < o=yl < ol + 1yl

e Intervalos de la recta real.

Entre los subconjuntos que se pueden definir en R, los intervalos son los mas
utilizados. Hay intervalos de distintos tipos y se definen a continuacién.

Definicién 3 Dados a, b € R, con a < b, se define lo siguiente.

v’ Intervalo abierto:

(a,b) = {r eR: a<az<b}.
v’ Intervalo cerrado:

[a,b) = {xr eR: a<z<b}.
v Intervalos semiabiertos:

(a,b) = {z eR: a<z<b}.

[a,0) = {r eR: a<z<b}.
v Intervalos infinitos:

(a,+00) = {x €eR: z>a}.

[a,4+00) = {r €R : z>a}.
—00,b) = {reR: z<b}.
b ={zeR: z<b}.

e Entornos de un nimero real.

El entorno de un ntimero real nos da una idea del concepto de ‘vecindad’, esto
es nos permite saber qué niimeros reales estan ‘proximos’ a uno dado.
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Definicién 4 Dado xy € R, el entorno abierto de centro xy y radio € > 0 se
define E(zo;e) = {x € R : |z — x| < €} (Figura[1.9).

Claramente se tiene que E(zg;e) = {x € R : zp—€ <z < x¢g + €} =
(xg — €,20 4+ €) . Por ejemplo E(—1;3) = {reR : |z + 1| <3} = (—4,2).

A
A 4

Ty — € To T + €

E(zo;e) = {z€R : |z — 20| <€}

Figura 1.2: Entorno abierto de centro z( y radio € > 0.

e Conjuntos acotados, cotas, supremo e infimo, maximo y minimo.

Definicién 5 Un conjunto A C R se dice que estd acotado superiormente si
existe un numero real K tal que v < K para todo v € A. Al nimero K se le
llama cota superior de A.

Definicién 6 Un conjunto A C R se dice que estd acotado inferiormente si
existe un numero real k tal que x > k para todo x € A. Al numero k se le
llama cota inferior de A.

Definicién 7 Un conjunto A C R se dice que estd acotado si lo estd superior
e inferiormente a la vez.

Ejemplos.

El conjunto A = {z € R : 2 > 0} esta acotado inferiormente (por ejemplo 0,
—1, —V/3 son algunas cotas inferiores), pero no esté acotado superiormente ya
que coincide con el intervalo infinito A = [0, +00).

El conjunto B = {1/n, con n € N} estd acotado. Concretamente, 0 y cual-
quier nimero real negativo son cotas inferiores de B. Ademds, 1 y cualquier
nimero real mayor que 1 son cotas superiores de B.
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Definicién 8 Dado un conjunto A C R acotado superiormente, se llama su-
2

premo de A a la menor de todas sus cotas superiores. Si el supremo ademds

pertenece a A, entonces se le llama mdximo de A.

Definicién 9 Dado un conjunto A C R acotado inferiormente, se llama infi-
mo de A a la mayor de todas sus cotas inferiores. Si el infimo ademds pertenece
a A, entonces se le llama minimo de A.

Volviendo a los ejemplos anteriores, el infimo del conjunto A es 0 y, como
0 € A, se dice que 0 es el minimo de A. Por otra parte, 0 es el infimo del
conjunto B (pero no es maximo ya que 0 ¢ B) y 1 es su supremo y maximo.

e Propiedad de la minima cota superior: azxioma del supremo.

Definicién 10 Si A C R, A no es vacio y A estd acotado superiormente,
entonces A tiene supremo en R.

Esta propiedad garantiza que los ntimeros reales ‘llenan completamente la rec-
ta real’. Ademads, esta propiedad caracteriza al conjunto R frente al conjunto
Q, ya que el conjunto de los niimeros racionales no cumple el axioma del su-
premo. Para demostrarlo basta con analizar el siguiente contraejemplo.

Sea A C Q definido como A = {qg € Q : ¢* < 2}. Claramente A es no
vacio pues, por ejemplo, ¢ = 0 € Q satisface ¢> = 0 < 2. Por otro lado,
A estd acotado superiormente pues, por ejemplo, K = 2 € Q es una cota
superior de A (paratodo ¢ € A, setieneque g < K =2 pues ¢* < 2 < K? =4).
Finalmente, a partir de la definicién de A, se tiene que su supremo es el niimero
V2 que, como probamos anteriormente, no es racional. Asi pues concluimos
que Q no cumple el axioma del supremo.

1.5. Numeros complejos

El conjunto de los nimeros complejos se denota con la letra C y se define como
C = {a+1ib, cona,b € R, > =—1}. Por tanto C estd formado por nimeros de
la forma z = a + i b, donde el nimero real a se llama parte real de z y el niimero
real b se llama parte imaginaria de z. A i se le conoce con el nombre de unidad
imaginaria, tiene la propiedad que 2 = —1 y se escribe i = /—1.
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El conjunto de los nimeros complejos fue introducido para poder resolver ecuacio-
nes algebréicas, del tipo 2 + 1 = 0, que no tienen soluciones reales (notése que,
en el conjunto de los ntimeros complejos, la ecuacién 22 + 1 = 0 tiene solucién,
concrétamente tiene las dos soluciones x = i y © = —i). Sin embargo, describir las
propiedades de los niimeros complejos queda fuera de los objetivos de este curso.



