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Capitulo 2

Sucesiones y series de nimeros
reales

2.1. Sucesiones de numeros reales

Una sucesién s = (a,)neny = { a1, a2, ...} de nimeros reales es una aplicacion
que a cada numero natural n le hace corresponder un tinico ntimero real a,,. En otras
palabras, una sucesién de numeros reales es una funcién de la forma

s: N—R
nv+— a,.
Por abuso de lenguaje, muchas veces no escribiremos el nombre de la sucesiéon s;
en su lugar, escribiremos entre paréntesis el término general de la sucesiéon a,,, que
describe cada término de la sucesién cuando n (nuestro ‘indice’) recorre los niimeros
naturales. Dicho ‘indice’ induce un orden natural entre los elementos de la sucesién.

Notése que, en algunos casos, podemos tener n > ng, con ng = 0 o ng igual a un
nimero natural fijo (por ejemplo, ny = 3).

Ejemplos.

1 1
® 5 = (_> = {17_7
L neN 2
(#) o~ 17
[ ] 82 = —n
2 neNU{0}

o 53 = (1)), 0y = {—L+1,—1,+1,...}.
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A continuacion estudiaremos tres propiedades importantes de una sucesién de niime-
ros reales: convergencia, acotacion y monotonia.

Decimos que una sucesién (a,)nen tiende hacia (converge a, tiene como limite) un
nimero real a, cuando n es arbitrariamente grande, y lo denotamos mediante

a=lima, o a, — a,
n—oo n—oo
si cualquier entorno de a contiene practicamente todos los términos de la sucesion
(todos menos un nimero finito). En caso contrario, decimos que la sucesién diverge.
Con mas precision, usamos la siguiente definicion.

Definicién 11 Decimos que lim,,_, a,, = a si para todo € > 0 existe un N, € N tal
que, sin > N, , entonces |a, —a| < €.

Notése que, si existe, el limite de una sucesion es unico. En general, los calculos con
€ v N¢ son bastante complicados, asi que en la practica casi siempre nos apoyaremos
en teoremas que nos evitaran tener que encontrar un N, para cada €. Sin embargo,
es ilustrativo entender cémo funciona la definiciéon en ejemplos sencillos.

Ejemplo. Demostremos que
1
ap,=— — 0=a.
n n—oo

Fijado € > 0 arbitrario, debemos ser capaces de encontrar N, € N tal que, sin > N,
entonces

1
la, —al = |- —0| <e.
n

En este caso resulta sencillo, porque basta darse cuenta de que

1 1 1
——0l<e <= —<€ < n>-
n n €

y considerar N, igual al menor ntiimero entero igual o mayor que 1/¢. Por ejemplo,
si € = 0,001, podemos tomar Ny go1 = 1000.

Ejemplo. Demostremos que ((—1)"),en = {—1,+1,—1,+1,...} diverge. Es ob-
vio que sélo hay dos candidatos a ser el limite, —1 y 1. Para demostrar que 1
no es el limite de la sucesién consideramos el entorno de centro zy = 1 y radio
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e =1estoes F(zg = ;e =1) = (1 -1,1+1) = (0,2). Vemos que existe un
nimero infinito de términos de la sucesién, todos los de la forma (—1)%*! = —1,
con k = 0,1,2,..., que no pertenecen a dicho entorno. De manera similar, se de-
muestra que —1 tampoco es el limite de la sucesion. Basta considerar el entorno
E(xg=—-1l;¢e=1) = (-1—1,—-141) = (—=2,0). Claramente los infinitos términos
de la sucesién que son de la forma (—1)%* = 1, con k = 1,2,..., no pertenecen al
intervalo (—2,0).

Segun la definicién vista anteriormente, los términos de una sucesion de ntimeros
reales forman un conjunto en R. Por tanto, es facil establecer cuando una sucesion
es acotada.

Definicién 12 Una sucesion (a,)nen €s acotada (superior e inferiormente) si existe
un nimero real k tal que |a,| < k para todo n € N.

Ejemplo. Sea (an),cy = ([17/2]/n),cn, donde |z] indica el mayor entero menor
o igual que z € R. Por tanto, tenemos que

para todo n € N, esto es la sucesién es acotada.

El siguiente teorema nos permite garantizar que ciertas sucesiones son divergentes
usando la nocién de acotacion.

Teorema 1 Si (a,)nen €S convergente, entonces (an)nen €S una sucesion acotada.
Equivalentemente, si (a,)nen 1o es acotada, entonces (an)nen €s una sucesion di-
vergente.

Es importante ser consciente de que el teorema no dice que toda sucesion acota-
da sea convergente. Por ejemplo, la sucesién ((—1)"),en estd acotada pero no es
convergente!

Definicién 13 Decimos que (a,)neny no estd acotada superiormente y escribimos
lim,, .o a, = 400 si para todo R > 0 existe Ngp € N tal que n > Ng implica que
a, > R. De manera andloga, decimos que (a,)neny no estd acotada inferiormente y
escribimos lim,, .o, a, = —oo st para todo R > 0 existe Ng € N tal que n > Npg
implica que a, < —R .
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Otra propiedad de las sucesiones de numeros reales que podemos estudiar es la
monotonia.

Definiciéon 14 Una sucesion (a,)nen €S mondtona creciente si, para todo n € N,
Api1 > Ay (ST Qpe1 > ap la sSucesion es mondtona estrictamente creciente). Por otra
parte, una sucesion (a,)nen € mondtona decreciente si, para todon € N, ap11 < ay,
(si api1 < ay la sucesion es mondtona estrictamente decreciente).

NoTA. Equivalentemente, si todos los términos de (a,,)nen son positivos, la sucesion
es mondtona creciente si a,y1/a, > 1 para todo n € N (es mondtona decreciente si

an—l—l/an S 1) .

Ejemplos.

e La sucesion (a,), .y = {13,23,33,...} es monétona estrictamente creciente.

e La sucesion (ay), .y = (n/(n+ 1)),y s mondtona estrictamente creciente.
De hecho (todos los términos son positivos) tenemos que

Gt _ iz _ (04D mt42n4l
a, _nLH_n2—|—2n_ n?+2n

para todo n € N.

La monotonia resulta muy 1util a la hora de demostrar la convergencia de sucesiones.

Teorema 2 Si una sucesion (a,)nen €S mondtona creciente y estd acotada superior-
mente, entonces es convergente. Si una sucesion (a,)nen €S mondtona decreciente y
estd acotada inferiormente, entonces es convergente.

Hay que tener cuidado a la hora de interpretar el teorema anterior. Si una sucesion

es convergente entonces sabemos que estd acotada (superior e inferiormente), pero

la convergencia no implica que la sucesion tenga que ser mondtona. Por ejemplo,
., T (=nn .

la sucesion (an)nen = (*——)nen converge a 0 y por tanto estd acotada (basta ver

que todos los términos estan contenidos en el intervalo finito [—1, 1]), pero no es una
sucesion monotona ya que sus términos van alternando valores negativos y positivos.
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2.1.1. Calculo de limites de sucesiones

En este apartado, analizamos algunos teoremas muy ttiles para calcular limites de
sucesiones cuando n — oco.

Teorema 3 (aritmética de limites) Si (an)nen Y (bn)nen son dos sucesiones
convergentes tales que lim, ,a, = a € R y lim, ,oob, = b € R, entonces se
verifica lo siguiente.

(i) lim (a, £b,) = lim a, £ lim b, =a+b.
n—oo

n—o0 n—oo

(ii) 1im (anb,) = (h'm an) <11’m bn> —ab.

n—oo n—oo
lim a
(111) Sib#0: nh—globn “ Yo b
n—oo

. (Hmo.)
(iv) Sia ybno son nulos a la vez: lim (a,)" = <lim an> n—o0 =a’.
n—oo n—oo

(v) Sia, >0 para todon € N (a>0): lim In(a,) =In ( lim an> =In(a).

n—oo n—oo

En el caso de sucesiones no convergentes con limite 00 (o en casos distintos de
los considerados en el Teorema , la aritmética de limites es aplicable cuando ma-
tematicamente tenga sentido, como describe el siguiente resultado.

Teorema 4 Se verifica lo siguiente.

1) St (a, es acotada y lim b, = oo : lim dn _ 0; lima,+b,==x00 vy
neN

n—oo n—o0 n n—oo

lim a, — b, = Foo.
n—oo

(ii) Si (an),cy €5 acotada y nll_>n010 b, =0: nh_)IIolo an by, = 0.

(i) St llm a, = a € R y limb, = f£oo: lim a,b, = oo sia > 0 y

n—o0 n—o0 n—oo
lim a, b, = Foo sia<0.
n—oo

(iv) Si lim a, = +o0 y lim b, = +o0: lim a, + b, = £oo.

n—o0 n—oo n—o0

(v) Si lim a, = +o00 y lim b, = oo : lim a,b, = +00.
n—o0 n—o0 n—oo

(vi) Si lim a, = —oo0 y lim b, = +o00: lim a,b, = Foo.
n—oo n—oo n—oo
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Qn

(vit) Si lim a, =a € Ry lim b, =0, con b, > 0 para todon € N: lim — = 400
n—oo n—oo n—oo b,
an ,
sia>0 y lim —=—0c0sia<0.
n—oo n
an
(viit) Si lim a, =0, con a, > 0 para todon € N, y lim b, = +oco: lim — =0 y
bn
lim — = +00.
n—oo an

(iz) Si lim a, = +oo y lim b, =b: lim a’ = 400 sib >0 y lim a =0 si
n—oo

n—o0 n—oo n—0o0
b<0; limbr=+cosib>1 y limb=0s0<b<]1.
n—o0 n—oo

Sin embargo, no se puede asignar un resultado directo a todas aquellas expresiones
que dan lugar a cualquiera de las siete indeterminaciones siguientes:

0 +00

=, =, 0%, (£o0)?, 19,
07 :i:oo’ 7(00)7

+oo —00, 0(£o00),

Notése que la tltima forma de indeterminacién aparece cuando tenemos un limite
del tipo

lim a’r

n—o0
donde lim,, ., a, = 1 y lim,, . b, = £00. En dichos casos, habra que manipular
las expresiones involucradas o usar ciertos teoremas para poder llegar a alguna con-
clusion.

Teorema 5 (criterio de Stolz) Sean (a),cy Y (bn),cy dos sucesiones tales que
se verifica una de las siguientes condiciones:

o (bn),en €5 mondtona estrictamente creciente y diverge a +00 ;
® (bn),en €5 mondtona estrictamente decreciente tal que b, # 0 para todo n € N
y ademds lim a, = lim b, = 0.

n—oo n—oo

Entonces, en el supuesto de que el limite siguiente exista
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Teorema 6 Si existe lim a, = L, con L € R o L infinito, entoces se cumple que
n—o0

(i) lim at-tan g
n

)
n—oo

(i) lim Yai...a, =1L, sia, >0 para todo n € N.
n—oo

Teorema 7 Si a, > 0 para todon € N y lim, ,a,/a,1 =L, con L € R o L

infinito, entonces
lim /a, = L.

n—o0

Ejemplo. Gracias al teorema anterior, tenemos que lim /n =1.
n—o0

Teorema 8 (férmula de Stirling) Se verifica que

|
lim ————— = 1.

n—0o ple=N"\/21n,
Por tanto, para n suficientemente grande, se puede utilizar la equivalencia

nl =~ n"e"V2mn.

Teorema 9 (criterio del sdindwich) Si (a,),.n Y (bn),cn SOn dos sucesiones
tales que limy,_,o @, = lim, o b, = L (con L € R o L infinito) y (c,), ey €s otra
sucesion que satisface a, < ¢, < b, para todo n > N, con N € N, entonces
lim, ¢, = L.

|
Ejemplo. Sea (c),cy = (n_n) . Tenemos que
n neN
W =0 < ¢ = 123 ...n 21(23...71) < l:bn

para todo n € N. Siendo lim,,_,o @, = lim,,_soo b,, = 0, por el criterio del sandwich
concluimos que el limite de la sucesién dada, cuando n — oo, es también igual a 0.
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Teorema 10 (indeterminacion 1°°) Si lim, ,a, = 1, lim, . b, = oo y
existe lim, o (a, — 1) b,, entonces se tiene que

) lim (a,, — 1) b,
lim a,” = en— .
n—oo

Ademas, es muy util acordarse del siguiente limite ‘fundamental’:

lim (14 a,)Y* = e,

n—oo

si lim a, = 0.
n—oo

Veamos ahora un ejemplo en el que se ponen en practica algunos de los teoremas
introducidos.

S =

1
Ejemplo. Calculamos lim Lfot...+

n—00 hl(ﬂ)
Este es un clasico limite que se resuelve mediante el criterio de Stolz, considerando
an =1+ 3 +...+ 2 yb, =In(n). Es facil demostrar que la sucesion (b,,), oy es
mondtona estrictamente creciente y diverge a 400 ; por tanto se cumple una de las
condiciones del criterio. Asi pues

—= ll/m —= = = —= ]_7

menhn () g, ln(( a )) 1n(h'm< - )) fne)
n—o0 n—1 n—oo \ 1 — 1

donde hemos usado varias propiedades de los limites (jcudles?) y ademés

n— oo ')7,—1

n n limn( n —1)
h’m( ) — [1(+oo)} _ e \n—1 —c.

Terminamos este apartado observando que, cuando n — oo, tenemos las siguientes
relaciones

In(n) < n* < " < nl < 0",
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donde & > 0 y a > 1 (por ejemplo, a = e). El simbolo < (que intuitivamente
interpretamos como ‘mucho menor que’) tiene el siguiente significado formal: dadas
dos sucesiones (an),cy Y (bn),en, decimos que

a
a, < b, sin—-o00 <= lim-— =0.

Esto nos da una idea de los términos que crecen ‘mas rapidamente’ con n a la hora
de calcular un limite.

2.1.2. Swucesiones recurrentes

Existen sucesiones que no se definen mediante la expresién explicita de su término
general, sino a través de una relacion que permite generar cada término de la sucesién
a partir del anterior. Una sucesién de este tipo se llama recurrente (o por recurrencia
o recursiva). Por ejemplo, la sucesién de nimeros reales definida por

(11:1, an+1:\/2an+3 VHEN,

es recurrente. Notése que un término de la sucesién (normalmente el primero) tiene
que ser conocido para poder usar la férmula implicita en la definicién. En el ejemplo
anterior, dado a; = 1, podemos calcular

as = v2a1 + :\/5, as = v/2a9 + :\/2\/34—3,....

Demostrar propiedades de una sucesién recurrente puede no ser tan intuitivo como
en otros casos. El principio de induccién puede resultar 1til a la hora de demostrar
su acotacion y monotonia. Por otra parte, el calculo de su limite se suele abordar
como en el ejemplo siguiente, que debe de considerarse como un problema ‘modelo’
para el estudio de sucesiones recurrentes.

Ejemplo. Consideramos la siguiente sucesién recurrente de niimeros reales

n

(21) CL1:O, an+1:—4+% VTLEN

Demostremos que (ay),,cy €s acotada y mondtona, y calculemos lim a,, .
n—oo

Es conveniente empezar el anélisis suponiendo que el limite de la sucesién (cuando
n — 00) existe finito, esto es

lim a, = L eR.

n—oo
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Entonces, usando algunas propiedades de los limites, podemos escribir

lfm @y, = lim (—4+“—”) e L4t o,
n—00 n—00 3 3

donde hemos usado que lim,, , a,+1 = L, gracias a la hipdtesis hecha. Por tanto,
si dicho limite existe, necesariamente tendra el valor L = —6. Con el objetivo de
confirmar su existencia, vamos a estudiar la acotacién y la monotonia de la sucesion.
Usando la férmula (2.1)), vemos que a; = 0, as = —4, a3 = —16/3, ..., esto es
parece que la sucesion es decreciente. Para demostrar que a,.1 < a, para todo
n € N apliquemos el principio de induccion. Primero, as = —4 < a; = 0. Ahora,
suponiendo que a1 < aj para n = k, tenemos que (n =k + 1)

ak;l < —4+ % = Ap41 ,

lo que completa la demostraciéon de que (ay), .y €s mondtona decreciente. A este
punto, probemos que la sucesion es acotada, concretamente que —6 < a,, < 0 para
todo n € N (donde la eleccién de —6 como cota inferior se justifica por todo lo que
hemos analizado hasta ahora y la elecciéon de 0 como cota superior es trivial siendo
todos los términos de la sucesién negativos). Apliquemos nuevamente el principio de
induccion: tenemos que —6 < a; = 0 < 0, suponemos que —6 < ap < 0 paran =k
y concluimos que (n =k + 1)

Apyo = —4 +

Qg 6 a 0
g1 =—4+—2>-4—-=—-6, a1 =-4+—-—<—-4+-=-4<0,
k41 3 = 3 k+1 3 = 3
lo que completa la demostracién de que (ay,), oy es acotada. Asi pues, siendo acotada
y mondtona, la sucesion dada es convergente y lim,, .., a, = —6, como calculado
previamente.

2.2. Series de numeros reales

Estamos familiarizados con sumas finitas de niimeros reales: pero jtiene sentido
o es posible sumar infinitos términos? La respuesta es afirmativa y se formaliza a
través del concepto matematico de serie.

Definicién 15 Dada una sucesion de nimeros reales, (an), oy, se llama serie de
numeros reales, determinada por dicha sucesion, a la suma infinita

(2.2) Zan:a1+a2+...+an+....

n=1
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En (2.2), a, se denomina término general de la serie, donde n juega el papel de
‘indice’. Para dotar de un sentido matematico coherente a las series, se establecen
las siguientes definiciones.

Definicién 16 Se dice que la serie Y | a, es sumable o convergente si existe y es
finito el limite, cuando k — oo, de la sucesion de las sumas parciales (Si),cy, €sto
es

lim S, = lim(a; +as+...+a;) = S €R.

k—o0 k—o0
En este caso, decimos que la suma de la serie vale S. Al contrario, si el limite de
(Sk)pen Mo emiste o es infinito, se dice que la serie es no sumable o divergente.

Obsérvese que, en la definicién anterior, hemos abordado la tarea de sumar infinitos
términos echando mano del concepto de limite de la sucesién de las sumas parciales
(Sk)pen- Por tanto la teorfa asociada a las series estd estrechamente ligada a la de
las sucesiones.

NoTas.

o0 .

e La convergencia de una serie ) >, a, no es equivalente a la convergencia de
la sucesion (an),,cy que la define. Por ejemplo, la serie definida por (ay)
{1,1,1,...} es obviamente divergente, mientras que lim, ,, a, = 1.

neN —

e Gracias a las propiedades de los limites de sucesiones de numeros reales, se

tiene que
Slantba] =Y an £ > b,
n=1 n=1 n=1
i[can] = cian, con ¢ € R.
n=1 n=1

En otras palabras, la convergencia de las series de la izquierda es equivalente
a la convergencia de las series de la derecha.

e La convergencia de una serie no se ve afectada si eliminamos, modificamos o
anadimos un numero finito de términos, pues la sucesién de sus sumas parcia-
les seria la misma a menos de una constante aditiva. Sin embargo, si cambiaria
el valor de la suma de la serie en caso de convergencia.
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Analizamos ahora algunas series conocidas que resultaran muy utiles a la hora de
estudiar la convergencia de una serie dada.

o0
Serie geométrica. Zr” =14r+r2++..., donder €R.

n=0
Esta serie es famosa por, entre otras, dos razones fundamentales: porque surge en
multiples problemas interesantes y ademas sabemos calcular sus sumas parciales.
En efecto, se puede demostrar por el principio de induccién que sus sumas parciales
son
1 — T’k+1

1—7r

Sp=14+r+r24+r34+... +7F =

sir#1ySy,==ksir=1 (con k€ N). Entonces, se tiene que

(1) si|r| >1: Sgdiverge = Zr” diverge;

n=0
oo
S X 1 n
(13) sifr]<1: lim S, = = E r™ converge y su suma vale .
k—o0 1—r ’ —r
n—=

oo 1 n
Ejemplo. La serie geométrica Z (g) converge porque 1/5 < 1y su suma vale
n=0

1/(1—1/5) = 5/4.

Serie telescépica. Z<b” — bpy1) -
n=1

Sus sumas parciales son
Sp = by —by+by—b3+bz3—bs+ ...+ by — b1 = by — b1,

con k € N; por tanto limg_,o, S = by —limg_oo bpr1 = by —limy . bg . Se concluye
que una serie telescopica converge si y solo si la sucesién (by,), .y converge.

=~ 1 = (1 1
Ejemplo. Consideremos la serie telescépica Z 5 = Z (— — ) .
—n+n —~\n n+ 1

En este caso, observamos que b, = 1/n, cuyo limite cuando n — oo es 0. Se tiene
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entonces que

= 1 = /1 1 1
—— = — - =1—lm - = 1.
nz::ln2+n ;(n n—l—l) koo k

Saber si una serie converge o no teniendo en cuenta solamente la sucesién de sus
sumas parciales suele ser complicado porque, en general, no contaremos con expre-
siones manejables para (Si),cy. Por tanto, se requieren teoremas y criterios que nos
faciliten la tarea sin tener que recurrir a dichas sumas.

Teorema 11 (condicidén necesaria de convergencia) Siuna serie Y -, a,
es convergente, entonces lim,_ o a, = 0.

Por tanto, toda serie convergente tiene un término general que tiende a 0. Sin em-
bargo, esta condicién no es suficiente para garantizar la convergencia de la serie.
La serie méas famosa que justifica lo que acabamos de ilustrar es la serie armdnica

principal

n=1

S|

Esta serie cumple la condicién necesaria, esto es lim, .o, 1/n = 0, sin embargo no
es convergente ya que se puede demostrar (aunque no lo vamos a hacer aqui) que el
limite de la sucesién de sus sumas parciales es infinito.

Por otra parte, la condiciéon necesaria de convergencia sirve para asegurar de una
forma sencilla si una serie diverge. En efecto, si lim, .., a, # 0, entonces la serie
> o, an es divergente. Por ejemplo, la serie

diverge porque lim,, .., a, =1 #0.

2.2.1. Series de términos positivos

En lo que sigue queremos obtener criterios para saber el caracter de una serie, esto
es determinar si una serie dada converge o diverge. Como vimos, el caracter de una
serie no cambia cuando alteramos una cantidad finita de términos. Por tanto, aunque
las series involucradas comienzan en n = 1, todos los teoremas a continuacion siguen
siendo validos para series que empiezan en n = ng € N arbitrario. Ademas, todos
los resultados de este apartado seran validos solo para series de términos positivos.
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Definicién 17 Una serie Y -, a, es de términos positivos si a, >0, ¥Yn € N.

NoTas.

e Si una serie tiene todos los términos positivos excepto una cantidad finita

de términos negativos, entonces tiene el mismo caracter que la serie obtenida
eliminando los términos negativos. Por tanto, dicha serie se comporta de modo
equivalente a las series de términos positivos y podemos aplicar los criterios a
continuacion.

Si una serie Y | b, tiene todos sus términos negativos, entonces podemos
considerar a, = —b, , de modo que Y >~ b, = —> 7 (=b,) = =D 7 a,,

n=1
donde esta ultima serie es de términos positivos. Teniendo en cuenta que

> by y Yo7 a, tienen el mismo cardcter, entonces podemos aplicar los

criterios de este apartado a » - a, .

Teorema 12 (criterio del cociente) Sea >~ a, una serie de términos positi-
vos tal que

, Ap+1
lim —— = L.

n—oo a’TL

Entonces, se verifica que:

(1) L>1 = Zan diverge;

n=1

(i) L<1 = Zan converge;

n=1

(i1i) L=1 = el criterio no decide y la serie puede ser convergente o no.

Ejemplo. Estudiamos el caracter de la serie Z
n=1

1
3n41°

En este caso, a, = 1/(3" + 1) > 0 para todo n € N y ademds

, a'n-i-l_ , 3" +1 _1
Jim a, _r}ir?ogn+1+1_3<1‘

Por tanto, el criterio del cociente indica que la serie es convergente.



2.2. SERIES DE NUMEROS REALES 27

Teorema 13 (criterio de la raiz) Sea ) -
tal que

a, una serie de términos positivos

n=1

lim a, = L.

n—oo

Entonces, se verifica que:

(i) L>1 = Zan diverge;

n=1

(i) L<1 = Zan converge;

n=1

(i1i) L=1 = el criterio no decide y la serie puede ser convergente o no.

1
Ejemplo. Estudiamos el caracter de la serie Z ok
e’I’L

En este caso, a, = 1/(e" 4+ 2) > 0 para todo n € N y ademés

lim Va, = lim 5
n—00 n—00 en + 2 e n—>oo =

en

Por tanto, el criterio de la raiz indica que la serie es convergente.

Teorema 14 (criterio de comparacion) Sean (an),cy Y (bn),cy dos sucesiones

de numeros reales que cumplen 0 < a,, < b,, para todo n > ng € N. Entonces

) an converge —» Zan converge;

n=1 n=1
(17) Zan diverge = an diverge.
n=1 n=1

Hay que tener en cuenta que el criterio de comparaciéon no da informacién cuando
no estamos en las condiciones de los apartados (i) o (ii). El siguiente criterio es en
cierto sentido equivalente al anterior, pero resulta més facil de utilizar en la practica.
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Teorema 15 (criterio de comparacion por paso al limite) Sean ) . a, y
Yoo by dos series de términos positivos tales que

Entonces, se verifica que:

(1) 0 < L < +o0: las series Y .~ a, y » - by, tienen el mismo cardcter, esto es
st una serie converge la otra también converge y si una serie diverge la otra
también diverge;

(i) L=0: an converge =— Zan converge

n=1 n=1

(de forma equivalente Zan diverge — an diverge);

n=1 n=1

(13i) L = +o0: Zan converge — an converge

n=1 n=1

(de forma equivalente an diverge —> Zan diverge).

n=1 n=1

Los criterios de comparacién son ttiles en la préactica si tenemos unas series de
referencia para poder comparar. En este sentido, ademas de las series geométrica,
telescopica y armonica vistas anteriormente, conviene tener presente el caracter de

las llamadas p-series
o0

1
Z—, con pe R :
nb

n=1

o0

1
® S1p > 1, entonces E _p converge,
n
n=1

o
1
e si p <1, entonces E — diverge.
n

n=1

o0

1
Ejemplo. Estudiamos la convergencia de la serie Z

nd+4n+5"

n=1
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Se tiene que
0< ! < L b
a = —-— _— = y
- " npd4dn+5 T o "
para todo n € N, y la serie Y > | b, es una p-serie convergente (p = 3 > 1). Gracias
al criterio de comparacién se concluye que » | a, también es convergente.

—~ n—1
Ejemplo. Estudiamos la convergencia de la serie ; (:_'_—1)2 :
n—1 1 .
Llamemos a,, = —— y sea b, = —, para todo n € N. Se tiene que
(n+1)2 n
2 _
lfm = = lfm — =]

b, n—oo n2 +2n + 1

n—oo

. o0 o0 . . ’ . oo
Enfoonces las series > > a, y > ., b, tienen el mismo caracter. Siendo > >, b, =
> -, 1/n divergente (es la serie arménica), se concluye que la serie dada diverge
también gracias al criterio de comparacién por paso al limite.

2.2.2. Series de términos cualesquiera y series alternadas

En este apartado, analizamos resultados mas generales relacionados con series de
términos no necesariamente positivos.

Definicién 18 (convergencia absoluta) Una serie > - a, es absolutamente
convergente sty - |a,| converge.

Teorema 16 Si una serie es absolutamente convergente, entoces es convergente.

Hay que tener cuidado porque el reciproco del teorema anterior no es cierto. Por
ejemplo, la serie Y >° (—1)"/n es convergente (vedse mds abajo) pero no es ab-
solutamente convergente, ya que » >~ |(—1)"/n| = Y07 1/n es divergente. Por
otra parte, el Teorema [16| sugiere una forma de estudiar el cardcter de una serie de
términos no necesariamente positivos: dado que |a,| > 0 para todo n € N, podemos
aplicar a >~ |a,| todos los criterios estudiados en el apartado anterior.

o0

Ejemplo. Estudiamos la convergencia de la serie Z cos(n)

3n

n=1
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Tenemos que

1 n
o = Lol (1),

para todo n € N. Por tanto, siendo Y~ b, convergente (es una serie geométrica
con r = 1/3 < 1), gracias al criterio de comparacién la serie Y - | |a,| converge

) 8 p n=1 4n ge 'y,
por el Teorema , la serie Y | a,, dada converge también.

Definicién 19 (convergencia condicional) Una serie Y~ a, es condicional-
mente convergente si es convergente pero no es absolutamente convergente.

Finalizamos el capitulo describiendo unas series especiales, aquellas cuyos términos
van cambiando de signo alternativamente.

Definicién 20 Una serie se llama alternada si es de la forma

o
n+1
(-1)"""a, = a1 —as+az—ag+ ...,

n=1

con a, > 0 para todo n € N.

. . . . . 1
Teorema 17 (criterio de Leibniz) Dada la serie alternada >.°° (=1)""" a,,
st la sucesion (an)neN es monotona decreciente y lim,_, a, = 0, entonces la serie
converge.

Obsérvese que, en el caso de no cumplirse la condicién de monotonia del Teoremal[l7]
no podemos concluir que la serie considerada es divergente; simplemente tendriamos
que usar otro criterio para decidir su caracter.

Ejemplo. Se considere la serie alternada » - ,(—1)"/n. Llamando a, = 1/n, es
facil ver que a, > 0 para todo n € N, la sucesién (an)neN es decreciente y a,, — 0
cuando n — oo . Asi pues, la serie converge (solo condicionalmente) gracias al criterio

de Leibniz.



