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Capitulo 4

Funciones reales: derivabilidad

4.1. Introducciéon

Sea f: D CR—Ryzy € D un punto interior de su dominio.

Definicién 32 Se dice que f es derivable en xq si el limite
) o 1) = fw)
T—x0 T — Iy

existe y es finito. En este caso, llamamos a dicho limite la derivada primera de f
en xg y lo denotamos mediante f'(x).

Definicién 33 La funcion f' que asocia el valor f'(x) a cada x € D donde f es
derivable se denomina funcion derivada primera de f con respecto a .

De forma equivalente podemos escribir

daf df

/ == — prem

fiao) = dx (z0) = dx|z=zo

Por otra parte, se define la funcién derivada segunda, f” = Z%J;, como la derivada

primera de f’ con respecto a x y, en general, se define la funcién derivada n-esima,
f = d;—f (con n € N), como la derivada primera de f™~Y con respecto a x
(aqui 0= ).

Ejemplo. Sea f(r) = x? cuyo dominio es R. Para cada zy € R, el siguiente limite
existe y es finito:
f(z) = f(zo) x? — a3

f'(zo) = lim = lim = lim (z + z9) = 220 .
T—T0 r — Xy T—=xo T — X T—T0

45
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Por tanto, podemos definir la funcién f'(x) = 2z, Vo € R.

Ejemplo. Sea

1

z? sen (—) si x#0,
x

0 si x=0.

flx) =

Entonces

1'(0) 23101’_%%5(0) :}:111% T sen (%) =0,

donde la ultima igualdad se cumple porque la funcién seno esté acotada. Asi pues,
f es derivable en zy = 0 y tenemos f'(0) = 0.

4.2. Interpretaciéon geométrica

Sea f una funcion derivable en z = x . Se considere la recta secante en el plano
cartesiano que pasa por los puntos con coordenadas (o, f(z0)) v (zo+h, f(zo+h)),
donde h > 0 es un incremento (vedse Figura . Dicha recta tiene pendiente igual
a (f(xo+ h) — f(zo) )/ h. Si ahora consideramos h arbitrariamente pequeno (esto

f(zo+h)

Recta secante

/ (-"13'0)

Recta tangente

L 44

Iy Iy -+ } l

Figura 4.1: Interpretacién geométrica de la derivada.

es h — 0), entonces g + h — xy y la recta secante ‘tiende hacia’ la recta tangente
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a la funcién f en x = xy (Figura |4.1]), cuya pendiente se puede expresar como

f(wo + 1) = flxo)

= lim
h—0 h ’

f' (o)

después de observar que el limite anterior coincide con el limite de la Definicién
mediante el cambio de variable x = xo+ h. Por tanto, la derivada de una funcion en
un punto tiene el significado geométrico de pendiente de la recta tangente a dicha
funcion en ese punto. Finalmente, la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f
en r = xg se puede escribir

(4.2) y = f(xo) + f'(wo)(x — x0) .

Notése que (4.2)) tiene sentido solo si f/(z) existe y es finito.

4.3. Interpretacion fisica

Se considere un objeto lanzado hacia arriba en direccién vertical desde una
cierta altura (movimiento rectilineo). Su trayectoria (posicién en el tiempo) podria
describirse mediante una funcién f(¢), donde la variable independiente t juega el
papel de tiempo. En este caso, la velocidad media del objeto en un cierto intervalo
[to, to + h], siendo to un instante concreto y A > 0 un incremento, se puede escribir
(f(to+h) — f(to))/ h (ratio entre la variaciéon de su posicién y el tiempo transcu-
rrido). Asi pues, la velocidad instantanea del objeto en ¢ = ¢y se obtiene mediante
el limite h — 0, esto es

vy e St +h) — f(to)
f'(to) = lim A )

h—0

que expresa la tasa de cambio de la posicion del objeto con respecto al tiempo.
En general, la derivada tiene el significado fisico de tasa de cambio de una cierta
cantidad con respecto a una variable independiente.

4.4. Funciones derivables

Una funcién f es derivable en un intervalo abierto (acotado o no) si f es
derivable para todo x en dicho intervalo, segiin la Definicién [32] Notése que el limite
involucrado exige que x pueda acercarse arbitrariamente a xzy bien por la izquierda
bien por la derecha. Por tanto, pierde su validéz cuando la definicion de la
funcién f no es valida o cambia para x < xp 0 x > xy. En esos casos, necesitamos
definir la derivabilidad de una funciéon en un punto de forma distinta.
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Definicién 34 Se dice que f es derivable en xq por la izquierda si el limite

) o £ = fw)

=T T — Xo

existe y es finito. En este caso, llamamos a dicho limite la derivada de f en xqy por
la izquierda y lo denotamos mediante f'(zy ).

Definicién 35 Se dice que f es derivable en xq por la derecha si el limite

" o J@) = fo)

x—)xar T — X

existe y es finito. En este caso, llamamos a dicho limite la derivada de f en x¢ por
la derecha y lo denotamos mediante f'(xg).

Teorema 31 Una funcion [ es derivable en xq si y solo si f'(zg) y f'(xg) existen,
son finitos y coinciden.

Ejemplo. Sea f definida en un intervalo cerrado [a,b], con a,b € R. Decimos que
f es derivable en [a, b] si f es derivable para todo x € (a,b) y f'(a™), f/(b7) existen
y son finitos.

Ejemplo. La funcién f(x) = |z| (Figura no es derivable en 2y = 0. De hecho,
tenemos que

P07y = tim FEOZIE i =1,
f/(O-i-) — lim M = lim r =1.
a—0t 1 —0 =0t X

Otra propiedad importante relaciona la continuidad y la derivabilidad de una funcién
en un punto.

Teorema 32 Si f es derivable en xy entonces f es continua en xg.

DEM. Siendo f derivable en xy y usando algunas propiedades de los limites, podemos
escribir
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wH

Figura 4.2: Funcién valor absoluto, f(z) = |z|.

lim ( f(z) — f(xg)) = lim @) = flao) (x —x0) = lim J@) = J(2o) lim (z — z¢)

T—rT0 T—T0 T — xo T—rT0 xr — (L‘O T—T0

= f/(l'0> -0 =0.
Esto implica que lim, ., f(x) = lim, ., f(z0) = f(x0), que es la definicién de con-

tinuidad de f en xg.

NoTA. La implicacién contraria es falsa, pues existen funciones continuas pero no
derivables en un punto (por ejemplo f(x) = |z| en 2o = 0). Por otra parte, si f no
es continua en x, entonces tampoco es derivable en ese punto.

Tipicamente una funcién f no es derivable en un punto x, si (vedse Figura |4.3):

e f no es continua en xg;

e 14 es un ‘punto anguloso’, esto es las derivadas de f en x( por la izquierda
y por la derecha existen y son finitas pero son distintas (podriamos decir que
hay una recta tangente a f en xzy por la izquierda y una recta tangente a f en
xo por la derecha);

e Iy es un ‘punto con tangente vertical’, esto es f'(zy) — £oo cuando x — xy.
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Lo Lo

Figura 4.3: Ejemplos de funcién f no derivable en xy.

4.5. Reglas de derivacion

Asumimos conocidas las derivadas de todas las funciones elementales: por ejem-
plo, sen’(x) = cos(x), cos'(x) = —sen(z) y (e”) = e*, en sus respectivos dominios.
Por otro lado, la derivada de funciones més generales, aunque esté definida a través
de un limite (Definicién , se puede calcular en muchos casos usando los siguientes
teoremas.

Teorema 33 Sean [ y g dos funciones derivables en un punto xy (esto es, f'(zo)
y ¢ (o) existen y son finitos). Entonces, cualquier combinacion lineal de ellas, su
producto, su cociente y su composicion dan funciones derivables en xy. Ademds,
valen las siguientes reglas de derivacion.

e combinacion lineal: (c1f £ c2g) (x0) = c1f' (w0) £ cag' (x0) (con c1,c € R).
e producto (regla de Leibniz): (f g)'(xo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g (x0).

v covienter (Y (o) — £@0)9(00) = f(ao)g(x0)
e (9) (o) [g(z0)]?

e composicion (regla de la cadena): (f o g)'(xo) = [f'(9(x0)) g (o) (cuando
f'(g(x0)) existe y es finito).

(si g(xo) # 0).

Ejemplo. Demostramos por induccién que, para todo x € R, si f(x)

" con
n € N, entonces f'(z) = nz"'. Sin = 1 tenemos que f'(z) = 127! =

1 =1 1a
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pendiente de la recta y = x. Supongamos ahora que para n = k € N la deriva-
da de f(z) = 2% es f'(x) = ka*1. Se considere finalmente f(z) = 2" = xa*
(n =k +1). Aplicando la regla de Leibniz se obtiene f'(z) = 12* + x (z*)’, que por
la hipétesis de induccién resulta ser f/'(z) = 12%+x (k2% ') = ¥+ ka®* = (k+1) 2*.

e®sen(x)

Ejemplo. Sea f(.??) = ﬁ
X

con x € R. Pues resulta que

(22 + 1)[esen(x) + e® cos(x)] — 2z e sen(x) ‘

['(w) = (24 1)2

Ejemplo. Sea h(z) = arctan (f(z)/g(x)), donde f y g son dos funciones derivables
Vz € R (g # 0). Teniendo en cuenta que (arctan(t))’ = 1/(1 + t*) (vedse abajo) y
aplicando la regla de la cadena, podemos escribir

W) = L @@ = f@)g@) _ f@)gt)
1+ [%f 9(=)P? f(@)2

g(x)

Ejemplo. Sea f(z) = tan(z). Siendo f(z) = sen(z)(1/cos(z)), por la regla de
Leibniz podemos escribir

1 sen(x)

cos(z) + sen(z) cos?(x)

f'(x) = cos(x) =1+ tan®(z),

para todo z € R\ {£n/2,£37/2,...}.

Gracias a la regla de la cadena, es posible deducir la formula para calcular la derivada
de la funcién inversa. Sea f una funcion derivable en su dominio D C R tal que su
funcién inversa f~! existe. Asi pues, aplicando la regla de la cadena a ambos lados
de la igualdad f~!(f(z)) = x, obtenemos

para todo = € D tal que f'(x) # 0. Por tanto, para todo y € im(f) tal que
f'(fY(y)) # 0, la derivada de la funcién inversa se expresa como

(4.5) W) = 5=
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Ejemplo. Sea f(z) = arccos(z). Aplicando la regla de la cadena a ambos lados de
la igualdad arc cos(cos(z)) = z, se tiene que arc cos’(cos(x))(—sen(x)) = 1, esto es

1 1
arc cos'(cos(x)) = — =—

sen(x) V1 —cos?(z)’

con x € (0,7), donde sen(z) > 0 y hemos usado sen?(z) + cos?(z) = 1. Finalmente,
llamando y = cos(z), resulta que

, 1
f'ly) = —1—_3/2, Vy € (=1,1).

Ejemplo. Sea f(z) = arcsen(x). Aplicando la regla de la cadena a ambos lados de
la igualdad arcsen(sen(x)) = x, se tiene que arcsen’(sen(x)) cos(z) = 1, esto es

1 1
arcsen’(sen(z)) = =

cos(z) /1 —sen?(z)’

con z € (—m/2,7/2), donde cos(x) > 0 y hemos usado sen®(x) + cos?(z) = 1.
Finalmente, llamando y = sen(x), resulta que

f%y)==——?L—;, vy e (=1,1).
L—y

Ejemplo. Sea f(x) = arctan(x). Aplicando la regla de la cadena a ambos lados de
la igualdad arctan(tan(z)) = z, se tiene que arctan’(tan(x))(1 + tan®(z)) = 1, esto

es
1

" 1+ tan’(z)’
con z € R\ {£7/2,£37/2,...}. Finalmente, llamando y = tan(z), resulta que

arctan’(tan(z))

fly) = Vy e R.

1+92’

Ejemplo. Sea f(z) = In(x). Aplicando la regla de la cadena a ambos lados de la
igualdad In(e®) = z, se tiene que In'(e®) e® = 1, esto es

1
In'(e®) = —,
con x € R. Finalmente, llamando y = e”, resulta que

, 1
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4.6. Teoremas sobre funciones derivables

En esta secciéon enunciamos y demostramos algunos teoremas importantes so-
bre funciones derivables.

Teorema 34 Sea f una funcién derivable en (a,b) (abierto, no necesariamente
acotado). Si f'(x) =0 Vz € (a,b), entonces f es una funcién constante VY € (a,b).

NoTA. Existen funciones no constantes que cumplen f’(z) = 0 en todos los puntos
de un intervalo abierto. Por ejemplo, f(z) = arctan(x) + arctan(1/z) para todo
x € (—00,0) U (0,400), cumple

fiw) = 1+1x2+1+(11/x>2 (‘%) =0

Sin embargo, f no es constante en dicho intervalo, pues f(1) = 2 arctan(l) = /2y
f(=1) =2 arctan(—1) = —7/2.

Teorema 35 (Rolle) Sea f una funcion continua en |a,b] (cerrado y acotado),
derivable en (a,b) y que cumple f(a) = f(b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c)=0.

DEM. Siendo f una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado, por el Teo-
rema de Weierstrass f tiene méximo en z), y minimo en x,,. Si ) € (a,b) (o
ZTm € (a,b)), entonces f'(zp) =0 (o f'(x,) = 0) siendo xps (0 x,,) un extremo local
en un intervalo abierto (vedse el Capitulo @ Si zp y @y, coinciden con a y b (0 by
a), entonces f es una funcién constante pues f(a) = f(b) y se tiene que f'(z) =0
Vr € (a,b).

NoTA. Si f'(¢) =0, entonces f tiene una tangente horizontal en z = c.

Ejemplo. Sea f(z) = z(1 — x) con = € [0,1]. Dicha funcién cumple todas las
hipdtesis del Teorema de Rolle pues f(0) = f(1) = 0. Ademés f'(z) = 1 — 2z para
todo = € (0,1). Podemos comprobar que existe ¢ = 1/2 € (0,1) donde f'(c) = 0.
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flle) =0

.......................... f(a) = f(b)

Figura 4.4: Esquema del Teorema de Rolle.

Teorema 36 (valor medio de Lagrange) Sea [ una funcion continua en [a, b
(cerrado y acotado) y derivable en (a,b). Entonces, eziste ¢ € (a,b) tal que

Fo =101

DEM. Sea h(z) = f(z) — [(f(b) — f(a))/(b—a)](xz — a). Dicha funcién es continua
en [a, b], derivable en (a,b) y cumple h(a) = h(b) = f(a). Por tanto, por el Teorema
de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que h/(c) = 0, esto es

h'(c) _ f’(c) _ f(b) — f(a’)

=0.
b—a

NoOTA. Geométricamente, en las hipdtesis del teorema, existe ¢ € (a,b) tal que la
recta tangente a f en x = c es paralela a la recta que une los puntos del plano
cartesiano con coordenadas (a, f(a)) y (b, f(D)).

Ejemplo. Sea f(z) =223 — 3z + 2 con x € [0, 1]. Dicha funcién cumple todas las
hipétesis del Teorema del valor medio de Lagrange. Ademds f'(x) = 6z% — 3 para
todo z € (0,1) y [ f(1) — f(0)]/(1 —0) = —1. En efecto, podemos comprobar que
existe ¢ = 1/v/3 € (0, 1) tal que f'(c) = —1.

Teorema 37 (valor medio de Cauchy) Sean f y g dos funciones continuas en
la,b] (cerrado y acotado) y derivables en (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que

[£(0) = fla)lg'(c) = [9(b) — g(a)] f'(c).
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NotA. El Teorema del valor medio de Lagrange es la particularizacion de este
teorema para g(x) = x. El Teorema del valor medio de Cauchy se puede demostrar
aplicando el Teorema de Rolle a la funcién auxiliar h(z) = [g(b) —g(a)] f(x)—[f(b)—
f(a)] g(z). Ademas, si ¢'(c) # 0y g(b) — g(a) # 0, el resultado del Teorema del valor
medio de Cauchy puede escribirse

fe) _ fb) — f(a)
70 ~ 9(b) — gla)

y tiene como consecuencia la regla de I’'Hopital para el calculo de limites.

Teorema 38 (regla de l’Hépital) Sea xo € (a,b) y sean f, g dos funciones
derivables para todo x € (a,b), con x # xq. Si

(i) lim f(x)= lim g(x) = 0 0o £ o0,

T—xQ Tr—xTQ

(ii) ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b), con x # xg;

/
(i7i) lm f/(a;) existe (finito o infinito);

T—T0 g (x)

!
entonces lim @ = lim / (x)
2= g(x) @m0 g'(x)

NoTas.

e La regla también vale six — 25 0z — 1 0 — —00 0 T — +00.

e El resultado sirve para el calculo de limites donde aparece una forma de inde-
terminacion del tipo 0/0 o oo/ % oo, vease ().

e Notése que lim, ., f(z)/g(z) puede existir aun cuando lim,_,,, f'(x)/g¢ (x) no
existe. Por ejemplo, lim, , . x /|22 4 cos(x)]| = 1/2, sin embargo no existe
lim, 400 1/[2 —sen(z)].

Ejemplo. lim sen(z) _ g cos(@)
z—0 €T z—0 1

Ejemplo. lim
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Ejemplo. Sea a € R, a > 0. Entonces

1 1 1
lm 2% In(z) = Tim ) _ il = lim = 0.
z—0+ z—0t ¢ =0t —Qr T =0t —xr™
Ejemplo. Usando la regla de I’'Hopital dos veces tenemos que
rn(r) —z+1 In(x) ) zIn(z) , 1+In(z) 1

1, —1 :1 = _— = —
ol (x — 1) In(z) zlan%ln(x)jtl—l/x xlﬁ\rqxln(x)+x—1 xgq2+ln(a:) 2

4.7. Funciones potencia

Cerramos el capitulo con el andlisis de una clase especial de funciones, de tipo
‘potencia’, de las que vamos a estudiar las propiedades principales, incluida su deri-
vabilidad.

Funciones f(x) = 2™ conn € N.

o flz)=2a"=ga ... x.

n veces
e dom(f)=R.

e f es continua y derivable Vx € R.

o f'(x) = na" ! estd definida y es continua Vz € R (vedse Seccién [4.5)).

e La Figura 4.5 muestra la grafica de f para n par (izquierda) y n impar, n # 1
(derecha).

Funciones f(z) = ™™ conn € N.

1
xrn

.« f@)=a "=

1 1
— ... —,conx #0.
x

Il
8+
8

e dom(f) =R\ {0}.
e f es continua y derivable Vx € R\ {0}.
o f'(x) = —na™""! estd definida y es continua Vo € R\ {0} (vedse Seccién [4.5).
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f(@) =2

n par

f(z) =a"

n impar

Figura 4.5: Funciones f(z) = 2™ con n € N, n # 1. Si n es par, f es par; si n es
impar, f es impar.

e La Figura muestra la gréafica de f para n par (izquierda) y n impar (dere-
cha).

Funciones f(z) = x* cona € R\ {0,%1,+2,...}.

Este caso es més delicado, pues no es obvio como definir f(z) = 2% cuando, por
ejemplo, a es un numero irracional (si a fuera racional, esto es a = «/f3, con a,
g € Z, B # 0, podriamos definir f(x) = x* como aquel nimero cuya potencia de
orden f es z®, pero aun asi habria patologias tal y como se describe abajo).

Podemos usar la definicién f(x) = 2% = ¢*™™®) con 2 > 0. Notése que esta definicién

es consistente, siendo exponencial y logaritmo funciones inversas, pero nos obliga a
considerar x > (. Sin embargo, exigir que x no sea negativo no es tan insensato, ya
que, en muchos casos, algunas de las propiedades habituales entre potencias pierden
su validez en el caso z* con = < 0 (incluso cuando a es racional). Por otra parte, se
observa que

lim f(z) = lim 2% = lim e
z—0F z—0t z—07t

0 si a>0,
aln(z) _
400 si a<0.

Por tanto, podemos extender la definicién anterior para z = 0 cuando a > 0.
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f@) ==

a®

n impar

Figura 4.6: Funciones f(x) =2~ con n € N. Si n es par, f es par; si n es impar, f
es impar.

Definiciéon 36 Sea a < 0. Entonces

Sea a > 0. Entonces

Analicémos por separado los casos a < 0y a > 0.

e dom(f) = (0,+00).
e f es continua y derivable Va € (0, 400).

e In(z) e In(z) |
o f'(z)=a =a = ae@ VM@ — 2971 est4 definida y es conti-

eln(z)
nua Vz € (0, +00).

e La Figura [4.7| muestra la grafica de f(x) = 2* con a < 0.

e dom(f) = [0, +o0).
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e f es continua Vz € [0, +00).

e Siz >0, f es derivable y podemos escribir f'(z) = a2°', que estd definida y
es continua por el calculo anterior. Si x = 0, tenemos que

_ a In(x) a In(z)
! + _ /, f(',’C) f(O) . g € _ ’ €
f (0 ) N xlirg)l*' z—0 N xligl‘*' x N xlirgl‘*‘ en(z)
+00 si O<a<1,
— lim e (a=1) In(z) _
o=0" 0 sioa>1.

En otras palabras, f(z) = 2z es derivable en x = 0 por la derecha (con f’
continua en x = 07) solo cuando a > 1.

e La Figuramuestra la grafica de f(z) = 2% con 0 < a < 1y a > 1. Obsérve-
se el distinto comportamiento de la funcién f cerca de x = 0 (por la derecha)
en los dos casos.

flx) =t

flz) =2 0<a<l1

Figura 4.7: Funciones f(x) = 2% con a € R\ {0, £1,£2,...}.
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Noras.

e Es facil comprobar que, gracias a la Definicion [36] recuperamos las siguientes
propiedades clésicas entre potencias. Dados a, b € R\ {0, £1,+2,...} yx > 0,
tenemos que

1
(1) %27 %=1 = =« a:—ay
x
(i) x%2® = 20,
(ZZZ) (:L,a)b ab

e Elcaso f(z) = 2% cona = 1/(2k), k € N, es un caso especial donde 0 < a < 1.

Observando que (22)2* =z, tenemos que (para todo z > 0)

1

fa)=a% = ¥z = f’(x):%gk— ol

Figura 4.8: Funciones f(x) = x| k€N,

e El caso f(z) = 2% con a = 1/(2k + 1), k € N, es otro caso especial donde
0 < a < 1. Aqui conviene cambiar ligeramente la Definicién [36] para que dichas
funciones tengan dominio igual a R. Concretamente podemos definir

¢ TR (@) si x>0,

1 .
flz)=zxm =< 0 siox=0,
— 7er1 (=) sio <0,
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. ) 1
que es continua para todo z € R. Ademds tenemos que (xz5+1)2++1

tanto

= x, por

L 2kA1/0 /I: 1
flo) =270 = Ve — [(2) )

con z # 0. Observése que f no es derivable en = = 0. La Figura muestra
1
la grafica de f(z) = 2%+ con k € N.
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