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Capitulo 5

Polinomio de Taylor

5.1. Introduccion

Un polinomio de grado n € N es una funciéon real de variable real de la forma
(5.1) Po(z) = po + prz + pax® + ...+ puz™,

donde py,...,pn € R, con p, # 0. Dado a € R, cualquier polinomio del tipo ([5.1))
puede escribirse en términos de potencias de z — a, esto es

(5.2) Py(z)=co+ci(z—a)+c(r—a)+ ...+ co(z—a),

donde ¢y, ...,c, € R, con ¢, # 0.

Ejemplo. Sea P»(r) = 3+ 5z + 72? y a € R. Entonces
Py(z) = 3+5z+ T2 =3+5[(x —a) +ad +7[(z — a) + a]’
= 3+5a+7a*+ (5+ 14a)(z — a) + 7(z — a)?.
Asf pues tenemos que Py(x) = ¢y + c1(z — a) + co(x — a)?, con ¢g = 3 + ba + Ta?,

cp =5+ 14a, co =7.

Dado un polinomio de la forma (5.2)), es evidente que

co = Pu(a), ¢1 = Pl(a), 2¢; =P"(a), ..., nle, = P™(a).
En otras palabras, el coeficiente de P, de orden k € {0,1,...,n} es proporcional a
la derivada de orden k del mismo polinomio evaluada en x = a, méas concretamente
1
Cr = E P’rgk)(a) ’
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donde PT(LO)(a) = P,(a). Asi pues 1) resulta ser

£ (a)
2!

P (a)

(5.3)  Pu(z) = Pu(a) + Pi(a)(x — a) + Y

(x—a)’+...+

(x —a)".

Ahora bien, los polinomios son funciones con una estructura muy sencilla y opera-
ciones algebraicas entre ellos asi como su evaluacion en un punto resultan ser tareas
asequibles, hecho no tan obvio para una funcién cualquiera. En las secciones que
siguen, vamos a ver como podemos aproximar, cerca de un punto dado, una funcién
real suficientemente regular mediante un polinomio.

5.2. El polinomio de Taylor

Comencemos con un ejemplo y consideremos la funcién f(z) = e® para valores
de x cercanos al punto ¢ = 0. Como vimos anteriormente, el polinomio de grado
n = 1 ‘més similar’ a una funcion f cerca de un punto es la recta tangente a la
grafica de f en ese punto, cuya ecuacion en nuestro ejemplo es

Pi(z)=f0)+ f'(0)(z—-0)=1+=z.

Notése que Py verifica Pi(0) = f(0) y P{(0) = f/(0). Una aproximacién ‘mejor’ se
obtendria, siguiendo la misma idea, si el polinomio y la funcién tuvieran también la
misma derivada segunda en a = 0. En este caso, tendriamos el polinomio de grado

n=2
2

Pyla) = (0) + fO) + 5 "0 =142+ 5,

que cumple ademds P5'(0) = f”(0) (vedse Figura [5.1)). De esta manera, podriamos
construir polinomios de grado mayor que aproximan cada vez ‘mejor’ la funcion
f(xz) = e” con x cerca de a = 0. En general, el polinomio de grado n € N que
‘mejor’ aproxima una funcion f cerca de un punto a € R es aquel polinomio cuyas
derivadas de orden 0,1,....,n en x = a son iguales a las derivadas de f del mismo
orden en ese punto [

Definicién 37 Sea f una funcion n veces derivable en a € R. Se llama polinomio
de Taylor de grado n € N para f centrado en x = a el polinomio de la forma
f"(a) f"(a)

(64 Poale) = f@ + ) —a) + 2@ -+ I

n

(.T—CL) )

que cumple P,nga)(a) = f®(a) conk=0,...,n.

INétese que £ (a) = f(a).
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2 3
xr T
Piy(z)=1424+ —+ —
,;(l) “ - Q D) + G

Figura 5.1: Aproximacién mediante polinomios de la funcién f(x) = e® para valores
de x cerca del punto a = 0.

Noras.

e Obsérvese la similitud entre (5.3) y (5.4): si f es un polinomio de grado n,
entonces su polinomio de Taylor de grado n (centrado en un cierto a € R)
coincide con la propia f.

e El polinomio (5.4)) para a = 0 toma el nombre de polinomio de Maclaurin de
grado n para f y se indica simplemente con P,.

e Ll error que se comete al aproximar f con F,, en un punto x cerca de a se
llama resto de Taylor de orden n para f en a y se define

Rn,a@) = f(x) — Pn,a(@ :

Ejemplo. Sea f(r) = cos(z) y a = 0. Tenemos que Py(z) = 1 —2?/2 + 2*/24 y
Ry(z) = cos(x) — (1 — 22 /2 + z/24).

Si aproximamos f(x) mediante P, ,(x), el siguiente Teorema de Taylor nos permite
cuantificar el resto de Taylor definido arriba, dandonos informacién sobre cémo
expresar su valor en un punto x cerca de a.
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Teorema 39 (forma de Lagrange del resto) Sea f una funcion definida en
[, B] tal que f™) es continua en [o, B] y f™+Y) existe en (o, 3), conn € N. Entonces,
dados a, © € [a, (], con x # a, tenemos que

(n 1) (¢
(5.5) Rya(e) = @Ty

('I - a)n-‘,—l ’

donde ¢ € (a,x) six>a (oc€ (x,a) six <a).
NoTas.

e Para n = 0 el teorema anterior se reduce al Teorema del valor medio de
Lagrange (vedse el Teorema .

e Fijado x cerca de a, el resto de Taylor depende de f ("+1)(c), cuyo valor es des-
conocido siendo el punto ¢ indeterminado. Por tanto, la formula no sirve
para calcular exactamente R, ,(z), pero es 1til para encontrar una estimacién
de su valor.

e Si f*1 es una funcién acotada, el resto de Taylor decrece al considerar més
términos en el polinomio de Taylor usado en la aproximacion o cuando el valor
de x estd mas cerca de a.

e Si [f"(c)] < M, con M € R, podemos estimar el resto de Taylor en z,
concretamente
M

|Rpa(r)] < m

|$ _ a|n+1 ]

e Si f("*1 es acotada, entonces podemos escribir

lin Ry o(z) = tim 2mel®) gy Bnal®)
z—a z—=a T — @ z—a (x — a)2 T—a (QE — CL)"

5.6) = i
(5.6) R P

El Cuadro muestra los polinomios de Maclaurin (a = 0) de grado n € N y los
correspondientes restos para algunas funciones elementales ﬂ Se observe como el

ZNotése que en el polinomio de Maclaurin de (1 + 2)" se considera la férmula generalizada del
coeficiente binomial dada por

(r) rr—1)(r—2)...(r—n+1)

n n!

)

donde r puede ser un numero real cualquiera.
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polinomio de Taylor hereda localmente las propiedades de f: por ejemplo, sen(x) y
su polinomio de Taylor son impares, mientras que cos(z) y su polinomio de Taylor
son pares.

flx) polinomio de Maclaurin resto notas
e’ P(m)*1+x+$—2+x—3+ +£ R(:ﬂ)*eicz”+1
e 20031 Tl T (1)
3 ad p2ktl (—1)k*1 cos(c)
Poz)=2— =+ = +...+ (-1 Ry(x) = ~——2 ) ;2k+3 =%k +1
sen(z) @ =gty g B0 =g n=2h
x?  xt 22k (—1)**1cos(c)
Pzx)=1——+—+... —1)k () = 2 2R 2 =2k
cos(z) (@) ST I S A 6 TA T Bul®) = 55 "
12 SC3 " (71)71
In(1 Pn =L — 5 - -1 [ n = n+1
n(l+x) (x) == 5ty T +(-1) - R, (z) (n—i—l)(l—&—c)”“z
N R 22k
arctan(z) Pn(ac):x—§+€+...+(—1)'2k+1 n=2k+1
(1+a)" Pn(sv)1+<T)x+(r>zz+...+(r>x" reR
1 2 n
1 2 n
Px)y=14+z+a*+...+2x
11—z

Cuadro 5.1: Polinomios de Maclaurin de grado n € N y correspondientes restos para
algunas funciones elementales.

Ejemplo. Queremos aproximar el valor (1,1)*/? usando un polinomio de Taylor de
grado 3 y estimar el error involucrado. Se observe que (1,1)/3 = (1 +0,1)"/* puede
obtenerse de forma exacta considerando el valor de la funcién f(z) = (1 + z)'/3
en x = 0,1. Por otra parte, fijado a = 0, dicha funcién puede expresarse como
f(z) = Ps(x) + R3(x), donde Pj es su polinomio de Maclaurin de grado 3 y R3 es el
resto correspondiente. Para construir P; necesitamos f y sus derivadas hasta orden
3 evaluadas en x = a = 0, esto es

fl@)=(1+a)s = [f0)=1,
Fay=z0+0F = )=,
Play=-s+a)t = 0=
f///($)=¥(1+x)_g — f’”(O)_;—S.
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Entonces P3(x) = 1+ 373 r? + 3l 2% y aproximamos el valor deseado como

0,1 0.1)2 5(0,1)3
(L} = f01) ~ P = 1+ %0 - OO0 SO0

80
Teniendo en cuenta que f(4)(m) =31 (1+ IE)_%

~ 1,03228395.

, el resto de Taylor en x = 0,1 es

11

80 (L+¢)®
81 4]

Ra(w) = 0@ g0 = SUEIT w0 gy =

4
41 81 41 (0.1)7%,

donde 0 < ¢ < 0,1. Por tanto podemos estimar el error de aproximacién cometido

mediante 80 (0 1)4 .
— L < -107°
81 4l 2 ’

donde la primera desigualdad se obtiene observando que (1 + ¢)'*/3 > 1. Asf pues,
la aproximacion obtenida proporciona 5 cifras decimales exactas.

(1,1)5 — P3(0,1)] = |Rs(0,1)] <

5.3. Calculo de limites indeterminados

El polinomio de Taylor puede ser ttil a la hora de calcular el valor de cier-
tos limites del tipo z — a (0 * — a*), con a € R, cuando aparecen formas de
indeterminacion. Antes de ver cémo, necesitamos introducir una nueva notacion.

Definicién 38 Sean f y g dos funciones definidas para todo x en un entorno de
a € R, con g(x) # 0 si x # a. Entonces, decimos que ‘f es o-pequena de g’ y
escribimos f(x) = o(g(x)) cuando x — a si

ll’rn@:().

(57) T—a g(I‘)

NoTAS.

e La definicién anterior es valida también si  — a* en (5.7).

e Si f(x) = o(a™), con n € N, entonces segin la Definicién [38] podemos pensar
en f(z) como en una funcién que dividida por 2" se anula en el limite indicado;
en otras palabras, podemos considerar f(x) como una ‘expresién’ definida en
términos de potencias x° con s > n.

e Valen las siguientes propiedades (m,n € N).
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En las hipotesis del Teorema , si f es una funcién tal que f*tY) estd acotada,
usando la Definicién [38) y el resultado en (5.6)), podemos escribir

(5.8) Rpo(z) = o[z —a]") <= f(z)= Ppa(z)+o([z —a]").

Asi pues, cuando f se aproxima mediante su polinomio de Taylor de grado n centra-
do en a, sabemos que el error de aproximacion cometido (el resto correspondiente)
es una cantidad despreciable cuando z — a, esto es tiende a cero si la dividimos por
(x—a)™ con x — a. En esta idea se basa el cdlculo de limites usando el polinomio de
Taylor: dado un limite indeterminado con z — a (o x — a¥), a € R, se sustituyen
las funciones involucradas (que lo admiten) con expresiones del tipo tal que,
después de apropiadas simplificaciones, se pueda hallar el valor del limite.

cos(z) — 1 —x

Ejemplo. Calculamos lim
20 sen(x)

Aproximamos las funciones involucradas con algunos términos de sus polinomios de
Taylor en a = 0, esto es

cos(x) =1+ o(z), \/1—x:[1+(—x)]% 1—§—|—o(x), sen(x) =z + o(z) .

2

Sustituyendo las expresiones anteriores en el limite dado se obtiene

cos(x) —v/1—x . 1+o(z)—[1-%+o0(z)] i 5 +o(x)

lim = lim =
20 sen(z) 20 x +o(z) 2—=0 x + o(x)
AFCL-N
= lim =—2% = —|
z—0 1 + @ 2
. o) .
porque lim —= = 0 por definicion.
x—0

En general, el grado a considerar para cada polinomio de Taylor depende del caso.
La idea es usar un nimero suficiente de términos tal que las expresiones resultantes
puedan simplificarse y el calculo del limite pueda desarrollarse. Por otra parte, re-
tener mas términos de lo necesario no suele ser un impedimento a la resolucion del
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problema. Notése que, en muchos casos, el polinomio de Taylor es un instrumento
mas eficaz que la regla de I’'Hopital, aunque ésta puede aplicarse en limites del tipo
x — oo (en algin caso el polinomio de Taylor podria ser util también, después
de aplicar el cambio de variable ¢t = 1/x) o cuando los polinomios de Taylor de las
funciones involucradas no se conocen (o es dificil construirlos).

sen(zr) —x + %

Ejemplo. Calculamos lim -
z—0 €T

Usando el polinomio de Maclaurin de grado 5 de sen(x), podemos escribir

x3 x3 xb x3 x5
lim Sen(l’>—l‘+? _ HmZE—F—’—m—f—O(:pg))—x—i—? _ lfmm+0(x5)

z—0 x° z—0 0 z—0 0
1 o(z?) 1
—= l/ _— _— = —_—
20 (120 T 120’

= 0 por definicién.

o(x)

porque lim
x—0 LE5

5.4. Serie de Taylor

En la Definicién [37, el polinomio de Taylor de grado n € N de una funcién se
define mediante un numero finito de términos, mas concretamente n + 1. Si ahora
consideramos infinitos términos, obtenemos una suma infinita de potencias de = — a,
esto es una serie de potencias centrada en a, con a € R[]

Definicién 39 Sea f una funcion derivable en a € R infinitas veces, con todas sus
deriwadas continuas en un entorno de a. La serie

< £k (g
(5.9) > Al )(x—a)k

k!
k=0
se llama serie de Taylor de f centrada en x = a.

Noras.

e La suma parcial n-esima de ([5.9)) coincide con P, ,(z).

3Una serie de potencias centrada en a € R es una serie de funciones cuyos términos son del tipo
ay (z —a)¥, con a; € R. Podemos verla como una serie de niimeros reales para cada x € R fijo que
consideremos.
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e Dependiendo del valor de x € R, una serie de Taylor puede ser convergente o
no. Si converge, podemos pensar en ([5.9) como en una funcién cuyo dominio
consiste en el conjunto /. de valores de x para los cuales la serie converge. En

particular, a pertenece al dominio ya que > -, f(lz!(a) (a —a)k = f(a) € R.

e En general, demostrar la convergencia de la serie de Taylor de una funcién
dada no es tarea facil y va mas alla de los objetivos de este curso. El Cua-
dro muestra las series de Taylor centradas en a = 0 de algunas funciones
elementales y los correspondientes intervalos de convergencia I.. Se observe
que de las series de Taylor conocidas podemos deducir muchas otras mediante
simples operaciones (por ejemplo, la serie de Taylor de sen(3z?) se construye
cambiando x por 3z% en el término general de la serie de Taylor de sen(x) ).

flx) serie de Taylor 1.

o

e” im—' R

=
sen(z) kzzo (—1)k(;:j:)!

cos(z) go (-1 (32321:;!

In(1 4 z) i (*1)’“*1% (—1,1]

=

arctan(z) go (—1)"“;:?1 [~1,1]
(1+a), reR g ()< (-1,1)
1 ix ki:o o (—1,1)

Cuadro 5.2: Series de Taylor centradas en a = 0 y correspondientes intervalos de
convergencia para algunas funciones elementales.

Estamos interesados en los valores de x € I.. tales que la serie de Taylor de f converge
al valor de f(z) (ya vimos que z = a cumple esta condicién), esto es

o £(k)(g
fy = 3 Wy
k=0 ’
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Dado que f(z) = Pna(x) + Rya(x), entonces x € I. es uno de los valores buscados
si Ry q(z) — 0 cuando n — oo. En otras palabras, decimos que f coincide con su
serie de Taylor para aquellos valores de x en los que la serie converge y el resto de
Taylor tiende a cero cuando n — oo.

Definicién 40 Decimos que una funcion f es analitica en a € R si f coincide con
su serie de Taylor centrada en x = a en un entorno de a.

NoOTAS.

e Todas las funciones del Cuadro [5.2 son analiticas en a = 0.

e Una funcién f con infinitas derivadas continuas y con una serie de Taylor
convergente Vo € R puede no ser analitica en algin punto (considérese, por
ejemplo, la funcién definida por f(z) = e V7 g £ 0, f(0) =0, y el punto
a=0).

Ejemplo. Sea f(z) = e® y a € R arbitrario. Usando que f*)(z) = e® para todo
k=0,1,2,..., se tiene que

—(z—a)"+ e—c(x —a)"!
n! (n+1)! ’

con ¢ € (a,x) o (z,a), n € N. Tomando el limite n — oo, se obtiene que

e® = Poo(v)+ Roa(z) = e +e(x—a)+...+

T _ - e’ k c 1s (I._a)n+1
e —%E(x—a) + e nh—>I{>lo—(n—|—1)!

Ahora, recordando la férmula de Stirling (vedse el Teorema

i n!
nh—{go nre~"/2mn L
tenemos que
_ n _ n
T ) A RO ) S
n—o00 n! n—00 n”e‘”\/%
) (33' _ a)n—H B )
por tanto nllj& m = 0. Asi pues
[e.e] ea .
L — _ p—
e’ = Z u (x —a)
k=0

para todo x € R y a € R arbitrario. En otras palabras, e” es una funcién analitica
en cualquier punto a de la recta real.



