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Capitulo 7

Integracion: teoremas
fundamentales y técnicas

7.1. Integral definida

En este apartado, vamos a concretar el concepto de integracion en R ; para
ello, necesitamos los siguientes ingredientes.

e Un intervalo [a, b], cerrado y acotado;

e Una funcién real acotada definida en dicho intervalo, f : [a,b] — R; por
tanto se cumple que m < f(zr) < M, para todo = € |[a,b], siendo m y M
constantes.

Fijamos n € N y dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud,
que denominamos A,, = (b—a)/n.

NoTA. Tomamos los subintervalos con la misma longitud para simplificar los calcu-
los, pero toda la teoria que sigue es valida si tomamos subintervalos con diferentes
longitudes sin més que adaptar la notacion.

Ahora, consideramos los términos (ambos bien definidos)
Mi(n) = sup{f(z): a+(k—-1)A, <z <a+kA,},

donde k =1,...,n,y a partir de ellos construimos las llamadas sumas de Riemann,
esto es
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Figura 7.1: Esquema sobre la construccién de la integral definida de una funcion
(grafica negra) en un intervalo [a, b]: en color azul y rojo se muestran las sumas de
Riemann inferior y superior, respectivamente, donde n = 12.

n

I,(f,a,b) = Z mg(n) A, (suma inferior) ,

k=1
n

Su(f,a,b) = Z M. (n) A, (suma superior) .
k=1

Notése que los términos de las sucesiones {I,,}neny ¥ {Sn}nen dependen de f, a 'y

b. Finalmente, podemos definir cuando la funcién f es integrable y decir cudl es el
valor de su integral definida en el intervalo [a, b].

Definicién 44 Se dice que f es integrable en el intervalo [a,b] si existen los limites
siguientes y coinciden, esto es

lim I,(f,a,b) = lm S,(f,a,b).
n—oo

n—o0

b
En este caso, el simbolo / f(t)dt se define como

b
(7.1) / ft)dt = nh;rgoln(f, a,b) = nlirgosn(f,a,b),

y se denomina integral definida de f en el intervalo [a,b].
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Se observe que la variable t usada en la definiciéon anterior es una ‘variable muda’
y no juega ningun papel; en su lugar, podemos usar cualquier otro simbolo excepto
aquellos que correspondan a las funciones y constantes que estamos empleando en
la propia definicién.

De la Definicién [44] se deduce el significado geométrico de la integral ([7.1)).

e Si f es positiva en todo el intervalo [a, b], entonces el valor de fab f(t) dt coincide
con el area de la region plana limitada por la grafica de la funcion, el eje x y
las rectas de ecuaciones x = a y = b (vedse el esquema de la izquierda en la

Figura .

e En general, el valor de f: f(t) dt representa la diferencia entre las areas de
las regiones planas que quedan por encima y por debajo del eje x, segin se
muestra en el esquema de la derecha en la Figura [7.2]

Figura 7.2: Significado geométrico de la integral ([7.1).

Por otro lado, hay que tener en cuenta que el calculo de fab f(t) dt es, en general, muy
dificil si aplicamos directamente la Definicién [44] como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea f(z) = 2? definida en el intervalo [a, b] = [0, 1]. En este caso, se tiene
que A, = =% =1 my(n) = (%)2 y Mg(n) = (%)2, con k =1,...,n. Por tanto

las sumas de Riemann son

Lo =3 (B2 2= L5,
k=1

k=1
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S0 =S (%)2

k=

—_

Aplicando el resultado conocido

DR =1"4+2243 4. 40’ = ,
k=1
obtenemos I, = (n — 1)n(2n — 1)/(6n3) y S,, = n(n + 1)(2n + 1)/(6n3) . As{ pues

! 1

/ t*dt = lim I,(f,0,1) = lim S,(f,0,1) = =

0 n—o00 n—o00 3

y f(z) = a® es integrable en [0, 1].

Sin embargo, gracias a la Definicién es posible demostrar las siguientes propie-
dades que seran muy utiles a la hora de abordar problemas mas complejos.

Teorema 43 Sean f, fi y fo funciones integrables en el intervalo [a,b] .

(i) La funcion ¢y fi + ca fa (c1, ca € R) es integrable en [a,b] y se cumple que
b b b
[ len)+an®ld = [ p@da [ pod.
(ii) Si fi < fa en todo el intervalo [a,b], entonces
b b
/ fit)di < / fo(t)dt.
(i1i) Sim < f < M en todo el intervalo [a,b] (m, M € R), entonces
b
m(b—a) < / F(#)dt < M(b—a).

(iv) La funcion |f] es integrable en |a,b] y se cumple que

/abf(t)dt‘ < [vora.
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(v) Si [ es impar e integrable en el intervalo [—a,al, entonces

| st -

(vi) Si f es par e integrable en el intervalo [—a,al, entonces

[ wa= [ s

(vii) Se cumple que/ f(t)dt = 0, para todo a € R.

(viii) Para todo ¢ € |[a,b], se cumple que

/abf(t)dt_/acf(t)dtJr/cbf(t)dt

Ejemplos.

1
o / sen(t) dt = 0, por el Teorema (v)
-1
1 1 9
° / t2dt = 2/ t2dt = 3) por el Teorema (m)
-1 0

e Sea f la funcién definida por

sen(z) si —1<z<1,
flz) = :

3 si 1<z <2.
La funcion f es integrable ya que es acotada y continua a trozos en el intervalo
[—1,2] (vedse el Teorema {45 mas abajo), pues las funciones g(x) = sen(z),

h(x) = 3 son continuas y f tiene una discontinuidad de salto finito en z = 1.
Por tanto

/jf(t)dtz/_jf(t)dt—i—/jf(t)dt:/_llsen(t)dt—i—/123dt:3,

En el cdlculo anterior hemos aplicado el Teorema [43}-(viii) y (v).

Los siguientes teoremas nos garantizan que, en la practica, casi nunca nos encontra-
remos con funciones no integrables.
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Teorema 44 Si f es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces f es
integrable en [a,b] y por tanto existe f:f(t) dt .

Teorema 45 Si f es una funcidn acotada y continua a trozos en el intervalo [a,b],
entonces f es integrable en [a,b] y por tanto eziste fab f(t)dt.

NoTA. Una funcién es acotada y continua a trozos en un intervalo cuando es conti-
nua en todos los puntos del intervalo salvo para un conjunto finito de puntos donde
la funcién tiene discontinuidades de salto finito.

También existen funciones integrables con un nimero infinito de discontinuidades
de salto finito. El siguiente ejemplo muestra una funcién no integrable, con objeto
de aclarar ain maés los conceptos introducidos.

Ejemplo. Sea f la funcién definida en el intervalo [a, b] del siguiente modo

fz) =

1 siz € [a,b] es racional,
0 six € [a,b] es irracional .
Se comprueba facilmente que las sumas de Riemann son I, = 0 y S,
,a,b

todo n € N. Por tanto f no es integrable ya que lim, .. S,(f,a,b) = 1
h/mn%oo [n<f7 a, b) .

Yo —
=)
Il

7.2. Teoremas Fundamentales del Calculo

Los siguientes teoremas se denominan ‘fundamentales’ porque describen la
conexion entre dos conceptos basicos del Calculo: la integral y la derivada. Ademés,
como consecuencia muy importante, dichos teoremas nos permitiran calcular una
integral sin necesidad de recurrir a la Definicién |44}

Teorema 46 (primer Teorema Fundamental del Cdlculo) Sea f una fun-
cion integrable en el intervalo |a,b|. Entonces, la funcion definida por

(7.2) Fla) = / iy,

con x € la,b|, es continua en el intervalo [a,b]. Ademds, si f es continua en el
intervalo [a,b], entonces la funcion F' tiene las siguientes propiedades:
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e [ es continua en el intervalo [a,b];

o F es derivable en el intervalo (a,b) y su derivada es F'(x) = f(x) para todo
x € (a,b).

NoTa. El Teorema [46] muestra que las funciones que se definen a partir de una
integral adquieren mejores propiedades que las funciones que se integran. Se dice
que la integral tiene un efecto ‘regularizador’ (vedse Figura . Por otra parte, la
derivada tiene el efecto contrario.

flz)=0 F(z)=0 G(zr)= 0

— / —/
— d ¢ d
dz dx

Figura 7.3: Ejemplo del efecto ‘regularizador’ de la integral.

NoTA. A la hora de aplicar el primer Teorema Fundamental del Célculo no tenemos
que preocuparnos de como estan ordenados los valores de los extremos de integra-
cién, como muestra el siguiente razonamiento. Primero, si f es continua, entonces
la funcién G(z) = f;f(t) dt, con b > x, cumple que G'(x) = —f(z). En efecto, si
F(z) = [T f(t)dt, con a < z, tenemos que F(z) + G(z) = f;f(t) dt, cuyo lado
derecho es independiente de z. Asi pues, derivando se obtiene que

F(2)+G(2)=0 = f(2)+G(z)=0 = G'(x)=—f(x).

Ahora, para tener en cuenta dicho signo negativo, definimos

l?mw:—l?@w

si a < b. Por tanto, si a fuera mayor que z en ([7.2)), seguimos teniendo que

H@Z—/%®ﬁ=$P@=—PNM=f@-
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Ejemplo. Dada F(z) = [’t?dt, veamos que se cumple F'(z) = 2 para todo
r € R independientemente de si x es mayor o menor que a € R. En efecto, si
a < x, entonces F’(z) = z? directamente aplicando el primer Teorema Fundamental
del Célculo. Si a > x, entonces F(z) = — [“t*dt y por tanto F'(z) = —[—2?] = 2?.

Para poder introducir el siguiente teorema, necesitamos un concepto mas. Diremos
que una funcién g es una primitiva de una funcién f en el intervalo (a,b) si, para
todo x € (a,b), se verifica que ¢'(z) = f(z).

Teorema 47 (seqgundo Teorema Fundamental del Cdlculo) Si f es una
funcién integrable en el intervalo [a,b] y existe una funcion derivable g tal que
f(z) = ¢'(x) para todo x € (a,b), entonces

/ F(tydt = / () dt = g(b) - gla).

Noras.

e Si g es una primitiva de f, entonces cualquier funcion del tipo g+k, con k € R,
también es una primitiva de f. En otras palabras, todas las primitivas de una
funcion dada sélo difieren por una constante.

e El primer Teorema Fundamental del Calculo garantiza que si una funciéon f
es continua en un intervalo [a, b], entonces la funcién F(z) = [ f(t) dt es una
primitiva de f en (a,b).

El segundo Teorema Fundamental del Célculo y las observaciones anteriores nos
llevan a definir la nocién de integral indefinida de una funciéon f. Ya no tendremos
ningun intervalo sino buscaremos la ‘familia’ de todas las (infinitas) primitivas de la
funcién considerada.

Definicién 45 Dada una funcion f integrable, llamamos integral indefinida de f al
conjunto de todas sus primitivas y lo indicamos con [ f(t)dt.

Asi pues, el segundo Teorema Fundamental del Calculo permite calcular un buen
nimero de integrales (definidas e indefinidas), simplemente buscando una primitiva
de la funcién en cuestion.

Ejemplo. Las funciones f(z) = 2? y g(x) = 23/3 cumplen que f(x) = ¢'(x) para
todo z € R. Por tanto f:tQ dt = g(b) — g(a) = b*/3 —a*/3, donde a, b € R. En
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particular, se tiene que fol t?dt = 1/3, como ya sabfamos previamente al aplicar la
Definicién [44] pero ahora sin hacer cédlculos tediosos.

6

Ejemplo. /(t5+3et)dt = %—1—369”4—1{:, con k € R.

Acabamos esta seccién con la regla de Leibniz, que nos dice cémo se derivan funciones
dadas por integrales cuando los limites de integraciéon son a su vez funciones.

Teorema 48 (regla de Leibniz) Sea [ continua en el intervalo |a,b]. Dada la
funcion

donde A y B son dos funciones derivables en el intervalo («, 3), con valores en
la,b] , se tiene que

F'(x) = f(B(x)) B'(x) - f(A(z)) A'(x),

para todo x € (a, ) .

Ejemplo. Calculamos la derivada de la funcién F(z) = fﬁxQ 1/(1 + ¢*)dt. Dado
que f(t) = 1/(1+1?) es continua para todo ¢t € R, y que las funciones A(x) = 1+2? y
B(x) = x® son derivables para todo z € R, aplicando la regla de Leibniz obtenemos

1 (22) 3x? 2x
x) = — .
14+28 244222+ 2

)~ T e e

Conociendo las derivadas de funciones definidas a través de integrales, podremos
calcular de ellas muchas de las cosas que hemos estudiado hasta ahora: rectas tan-
gentes, limites, polinomios de Taylor, extremos locales y globales, etc... .

7.3. Técnicas de integracién

En esta seccién, analizamos distintas técnicas para calcular integrales definidas
e indefinidas.
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7.3.1. Integracién por partes

La técnica de integracién por partes es una de las mas utilizadas. Esta basada en la
regla para derivar un producto de funciones, esto es

(u(z) v(2)) = v'(x) v(z) + ulz)V'(z),

siendo u y v suficientemente regulares. Si los términos involucrados son integrables
y calculamos la integral de la igualdad anterior en un intervalo [a, b], obtenemos la
formula de integracion por partes

NoTa. Al aplicar la integracién por partes, el sentido comin dicta que la integral
del lado derecho de la igualdad deberia ser, en general, mas facil de calcular que la
integral del lado izquierdo. Ademads, nuestra preocupacién debe ser identificar las
funciones u y v a la hora de aplicar esta técnica. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo. Calculamos la integral indefinida [ sen(x)dz. Tomemos u(z) = x y
v'(z) = sen(x); por tanto u'(z) = 1y v(z) = — cos(x). Aplicando integracién por
partes se tiene que

/xsen(w) dx = —xcos(x) — / 1(—cos(z))dr = —xcos(x) + sen(zx) + k,

siendo k € R.

Ejemplo. Calculamos la integral indefinida [ In(z)dz. Tomemos u(z) = In(z) y
v'(z) = 1; por tanto v/(x) = 1/x y v(z) = x. Aplicando integracién por partes se
tiene que

/ln(x)dx _ xln(x)—/iwdx — eln(z) — x4k,

siendo k € R.

Ejemplo. Calculamos la integral indefinida [ In(z)/z dx. Tomemos u(z) = In(z) y
v'(z) = 1/x; por tanto v/(x) = 1/z y v(x) = In(z) . Llamemos I(x) a la integral que
queremos calcular. Aplicando integracion por partes se tiene que

I(z) = /ln(x) dr = In*(x) — / In{z) dr = In*(x) — I(x).

T T
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Como vemos, al aplicar la técnica, vuelve a aparecer la integral inicial (cuando esto
se produce, decimos que la integracién por partes es ciclica). Resolvemos finalmente
sin mas que despejar el valor de I(x), esto es

I(z) = /m(;p) dr = %1n2(x)+k,

T

siendo k € R.

7.3.2. Integracion de funciones racionales

Queremos calcular

(7.3)

x
dz

Q(x)

donde P(x) y Q(z) son polinomios tal que el grado de P(x) es menor que el gra-

do de Q(z). Las funciones que son cocientes de polinomios se llaman racionales.

Vamos a aprender a integrar la mayor parte de ellas, atendiendo a las siguientes
consideraciones.

e Supongamos que la integral racional es del tipo

D(x
/ dx

siendo el grado del numerador D(x) mayor o igual que el grado del denomina-
dor d(z). En este caso, procedemos haciendo la divisién de los dos polinomios,
de forma que aplicando el teorema de la divisién se tiene que

i) H /C( )d +/d(a:)d ’

donde C(z) es el polinomio cociente de la divisién y r(x) es el resto. La integral
J C(x)dz es inmediata por ser la integral de una funcién polindémica y la
integral [ r(x)/d(x)dx es del tipo que queremos aprender a calcular, ya que el
resto r(z) de la divisién tiene grado menor que el grado del divisor d(z). Para
ello hay que seguir el siguiente apartado.

e Supongamos que la integral racional a calcular es . Integrales de este tipo
se pueden resolver descomponiendo el integrando P(z)/Q(x) en ‘fracciones
simples’ cuya integral sea abordable. Para ello basta con hallar las raices del
polinomio Q(x) y seguir el método de descomposicion en fracciones simples
que se ilustra a continuacién. Hay cuatro posibilidades basicas, esto es, que las
raices de Q(z) sean:
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(a) reales y distintas;

(b) reales que se repiten (multiples);
(¢) complejas y distintas;
(d)

d) complejas que se repiten (multiples).

En lo que sigue, solamente nos centraremos en los casos (a), (b) y (¢), explicando el
método de descomposicion en fracciones simples a través de ejemplos.

. T+ 2
Ejemplo del caso (a). Calculamos / v S
El grado del numerador es igual a uno y el grado del denominador es igual a tres. Las
raices del denominador Q(z) = 2% — 322 + 2z se obtienen resolviendo la ecuacién
23 =322 +2r =0 ysonz; =0, 15 =1, z3 = 2 (reales y distintas). Por tanto
Q(x) = z(x —1)(z — 2) . Descomponemos el integrando de la siguiente forma, donde
A, B, C € R son coeficientes indeterminados, uno por cada raiz de Q(z):

T2 t+2 A B C
0@)  2e—D@-2) = z-1"z-2
A(x —1)(z —2) 4+ Bz(x —2) + Cx(z — 1)
r(r —1)(x —2) '

Los denominadores de la segunda y la tltima fraccién de la expresién anterior son
iguales; por tanto identificamos los numeradores para todo x € R, esto es

r+2 = Ax—1)(x —2)+ Bx(zr —2)+ Cz(x — 1).

Asignando a  unos valores arbitrarios, por ejemplo los valores de las raices de Q(z),
se obtienen los coeficientes buscados

r=0 = 2=24 = A=1,
r=1=— 3=—-B — B=-3,
r=2 = 4=20 = (C=2.
Finalmente
x4+ 2 dx dx dx
——————dx = — =3 2
/x3—3x2+2$ . x /:L‘—1+ /x—2

= In|z|-3ln|z—1|+2Injz — 2|+ k,

donde k£ € R.
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2
1
Ejemplo del caso (b). Calculamos / 3 39;21 3r — 1 dr.

El grado del numerador es igual a dos y el grado del denominador es igual a tres.
En este caso, el denominador Q(z) = x* — 32% + 3x — 1 = (z — 1)? tiene una raiz
real triple, ;1 = 1. La descomposicion en fracciones simples se hace tal como sigue
(siendo la raiz triple, se necesitan tres coeficientes indeterminados A, B, C' € R):

@?+1 2+ 1 A B C
Q@) ~ @—1pF (@—1p (@-1p -1
A4+ Bx—-1)+C(x—1)
- (z— 1) '

Los denominadores de la segunda y la tltima fraccién de la expresién anterior son
iguales; por tanto identificamos los numeradores para todo x € R, esto es 22 + 1 =
A+ B(z—1)+C(z—1)%. Por tanto, asignando a z unos valores arbitrarios, tenemos
que

r=1 = 2=A,
g=-1 = 2=2-2B+4C,
r=2 = 5=2+B+C,
estoes A =2, B=2y C = 1. Finalmente
z? +1 dz dz dz
dv = 2 —— +2 [ ——
/x3—3x2+3x—1 ’ /(x—1)3+ /(m—1)2+/m—1

1 2

S - Injz— 1|+ k
(x —1)2 x_1+n|x |+,
donde k € R.
Ejemplo del (). Calcul / o4
emplo del caso (¢). Calculamos [ ————dx.
Jemp 2 +r+1

El grado del numerador es igual a cero y el grado del denominador es igual a dos. En
este caso, el denominador Q(x) = x? + x + 1 tiene dos raices complejas conjugadas,
pero no es necesario obtenerlas para poder calcular la integral. De hecho, Q(x) puede
escribirse ‘completando cuadrados’ como Q(z) = (z+1/2)?+3/4 . Asi pues, teniendo

en cuenta que
dx 1 T
———— = —arctan (—) + Kk,
%2+ a? a a
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sia >0, con k € R, se obtiene que

/ da _2V3 . 2v/3(x +1/2) +k
= 3 arctan | ———— .

24+r+1 3

NoTA. La integral que acabamos de resolver es una integral ‘modelo’ elemental
del caso (c), pero en la practica podemos encontrarnos con casos mas complicados.
Cuando esto pase, seguiremos el procedimiento del siguiente ejemplo.

2
— 1

Ejemplo mixto. Calculamos / :Cg—x—i_dw
3+

El grado del numerador es igual a dos y el grado del denominador es igual a tres.
El denominador Q(z) = 23 + z = x(2? + 1) tiene una raiz real (z; = 0) y dos raices
complejas conjugadas. Estamos por tanto en un caso mixto que combina (a) y (c).
Descomponemos en fracciones simples tal como sigue (puede observarse que para el
polinomio 22+ 1 se debe considerar en el numerador un polinomio genérico de grado
inferior, esto es de grado uno, con coeficientes indeterminados M, N € R):

> —z+1 a:z—:p+1_A+Mm+N_A(x2—I—1)+Mx2+Nx
Qlz)  z(22+1) =z 2+1 zr(z? +1) '

Los denominadores de la segunda y la tltima fraccién de la expresion anterior son
iguales; por tanto identificamos los numeradores para todo x € R, esto es 2 —2+1 =
A(z* + 1) + Mz? + Nx . Podemos hallar los coeficientes incognitos asignando a x
unos valores arbitrarios. Asi pues

r=0 = 1=A4,
r=1 = 1=24+M+N,
r=-1= 3=2+M-N,

y despejando se calcula A =1, M =0y N = —1. Finalmente

— 1
/:Bxgi_; dx—/ /x2+1 In|z| — arctan(z) + k,

donde k£ € R.
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Ejemplo con grado del numerador mayor que el grado del denominador.

62t + 422 -5
Calculamos/ oAt dz .
202 — 1

El grado del numerador es igual a cuatro y el grado del denominador es igual a dos.
En este caso, antes de todo, debemos efectuar la division entre polinomios
6zt + 42> + 2 —5
222 — 1

r—3/2
202 — 1"

=322 +7/2 +

donde el cociente es C(x) = 3z% + 7/2 y el resto es r(x) = x — 3/2. Por tanto

6z + 42 +x -5 9 r—3/2
/ 57 T dx—/(?)a: +7/2)dx+/2x2_1dx
V2

2 1 1 2
= m3+zx+<£+—)ln —I—(Z—%>lnx——

2 8 4
con k € R, donde la tultima integral se ha resuelto siguiendo los pasos del caso (a).

2

k
2 T

NoOTA. Se recuerde que, en el método de descomposicion en fracciones simples, el
nimero de coeficientes por determinar es igual al grado del denominador Q(z).

7.3.3. Integracion por cambio de variable

Supongamos que queremos calcular la integral

[ o) @) ds.

donde f es una funcién continua y g es una funcién derivable. Si F' es una primitiva
de f, esto es F'(z) = f(z), por la regla de la cadena tenemos que

(Fog)(z) = F'(g(z)) g'(x) = fg(x))g'(x).

Por tanto, la funcién (F o g) es una primitiva de la funcién (f o g) ¢’ y tenemos que

/ Fl9(@)) g'(@) dz = (Fog)(x)+k,

con k € R.
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En la practica esta férmula se usa del modo siguiente. Llamemos u = g(z) (esto es
un cambio de variable; de aqui viene el nombre del método de integracién). Por tanto
u es una funcién de la variable  y podemos calcular su derivada du/dz = ¢'(x).
Asi pues, formalmente tenemos que du = ¢'(x) dz y podemos escribir

/ﬂ%myquzjfwwuszww,

siendo k € R. Después del cambio de variable, esperamos que determinar F' sea mas
sencillo que calcular la integral de partida.

NoTA. Si la integral a calcular por cambio de variable es definida, aplicamos

z=b u=g(b) g(b
| seend@is = [ fwadn = [Fw]’] = Plgo) - Flata).

=g(a) 9(a)

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo. En algunos casos, ¢'(x) aparece explicitamente en la integral dada y el
cambio de variable apropiado es evidente. Por ejemplo, sea [ sen*(3z) cos(3z)dzx .
Tomemos u = sen(3z) , por tanto du = 3 cos(3z) dx y se tiene que

/ sen*(37) cos(3x) dr = % / sen?(3z) 3 cos(37) dx

1 1 1
= §/u4du = 1—5u5+k‘ =15 sen”(3z) + k,

con k € R.

2

< d
Ejemplo. Calculamos / *

rln(x)

Sea u = In(z), por tanto du = dz/x. Por otro lado, si x = e entonces u = In(e) =1
y si x = e? entonces u = In(e?) = 2. Asf pues

/:2 dz _ Zd_u = [ln|u‘]j = In(2) — In(1) = In(2).

xIn(z) Lou

También podemos calcular la integral indefinida [ dz/[zIn(z)] = In|In(z)| + &,
con k € R, y sustituir aqui los limites de integracién.
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Ejemplo. Calculamos / e* /1 + e22 dz .

Tomemos u = e** | por tanto du = 2e** dx y se tiene que

1 1 1
/62$\/1+62xdx = 5/\/1+udu = §(1+u)3/2+k: = §(1+e2$)3/2—|—k,

con k € R.

NoOTA. A veces, el cambio de variable mas apropiado no es tan evidente; pero en
general la forma del integrando sugiere cémo proceder. En estos casos, puede ser
conveniente determinar x en funcion de u y luego calcular dx antes de sustituir en
la integral. Como ejemplo, se deja el ejercicio de calcular [ /e® —1dx.

Si el integrando estd compuesto por funciones trigonométricas o irracionales, en
muchos casos existen cambios de variable tipicos que llevan a integrales de funciones
racionales, tal y como se ilustra en las siguientes dos secciones.

7.3.4. Integraciéon de funciones trigonométricas

Integrales de la forma
/senm(x) cos”(x) dx

con m, n € NU {0}, se pueden resolver teniendo en cuenta lo siguiente.

e Seanm y/o nimpares. Se efectiia el cambio de variable u = cos(z) y se escribe
sen?*1(z) = sen(x)[1 — cos?(z)|* (si m = 2k + 1, para algin k = 0,1,...),
o bien se efecttia el cambio de variable u = sen(x) y se escribe cos?**!(x) =
cos(x)[1 —sen?(z)|* (si n = 2k + 1, para algiin k =0,1,...).

Ejemplo. Calculamos /senQ(a:) cos®(z) du .

/senQ(x) cos®(z) dr = /sen2(x)[1 — sen? ()] cos(x) dx

3 5 1 1
:/u2(1—u2)du = %—%—l—c = gsen3(x)—gsen5(:c)+c,

con ¢ € R, donde se ha aplicado el cambio de variable u = sen(z) .
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e Sean m y n pares. Se aplican las identidades sen?(z) = [1 — cos(2z)]/2 y
cos®(z) = [1+ cos(2x)] /2.

Ejemplo. Calculamos / cos*(z) dx .

/ cos*(z) dz — i / 1+ cos(22)2 dz — }1 / dw+% / cos(2z) da

1 1 1
+ 3 /[1 + cos(4z)| dx = gx +1 sen(2z) + 33 sen(4z) + ¢,

con ¢ € R.

Para integrar
/ R(sen(x), cos(x))dz,

donde R es una funcién racional en seno y coseno, existe un cambio de variable
universal, u = tan(z/2), que convierte la integral dada en la integral de una funcién
racional. En este caso, se tiene que

2u 1 — u? 2

:—1+u2’ cos(:r):—1+u2, dr = 1+u2du.

sen(x)

Dicho cambio de variable (también llamado ‘herdico’) suele dar lugar a una integral
que es costosa de calcular. Por tanto, se aconseja usar otros cambios de variable, que
hacen mas llevaderos los calculos, cuando nos encontremos las siguientes situaciones.

(1) Sea R impar en sen(z), esto es R(—sen(x),cos(x)) = —R(sen(x), cos(z)). Se
hace el cambio de variable u = cos(x) .

(2) Sea R impar en cos(x), esto es R(sen(z), — cos(x)) = —R(sen(x),cos(z)). Se
hace el cambio de variable u = sen(z) .

(3) Sea R parensen(x)y cos(z), esto es R(—sen(z), — cos(x)) = R(sen(x),cos(x)) .
Se hace el cambio de variable u = tan(x) y se tiene en cuenta que
1 1

N du .
1+w2 1™

cos?(z)

Cuando realizamos los cambios de variable anteriores, la integral trigonométrica
siempre se convierte en la integral de una funcién racional en la nueva variable de
integracion u.
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sen(x)

Ejemplo. Calculamos / dz.

1 — cos?(x)
Vemos que R(sen(w),cos(z)) = sen(z)/[1 — cos®(z)] es impar en sen(z) ya que

sen(x)

R(—sen(z), cos(x)) = 1 — cos?(z)

= —R(sen(z), cos(z)) .

Por tanto, siguiendo el caso (1), hacemos el cambio de variable u = cos(x). Sustitu-

yendo en la integral y teniendo en cuenta que du = — sen(x) dz , tenemos que
sen(x) du 1 1 1 1
——dr = = = du — — d
/1—mﬂwiﬁ ,/w—1 2/u—1u 2/u+1“
1. Ju—1 1. Jcos(x)—1
= —lIn +c=-In|——=———| +¢c,
2 |u+1 2 |cos(z)+1
con c € R.

dx

Ej lo. Calcul _—.
jemplo. Calcu amos/sen(x) cos* ()

Vemos que R(sen(z),cos(z)) = 1/[sen(x) cos®(x)] es par en sen(z) y cos(x) ya que
1

R(—sen(z), —cos(x)) = sen(x) cos?(x)

= R(sen(z),cos(x)).

Por tanto, siguiendo el caso (3), hacemos el cambio de variable u = tan(x). Sustitu-
yendo en la integral tenemos que

= /%—k/udu = ln|tan(:v)|—|—%tan2($)+07

con ¢ € R, donde hemos usado que sen(z) cos®(x) = tan(z) cost(z).

7.3.5. Integracion de funciones irracionales

La integracién de funciones irracionales suele ser complicada y solamente en ca-
sos muy determinados se conocen cambios de variable que resuelven las integrales
transformandolas en otros tipos conocidos (por ejemplo racionales o trigonométri-
cas). Veamos a continuacién tres tipos de integrales de funciones irracionales.
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e [ R(z,Vaxr+b)dr, donde R es una funcién racional en la variable = y en

la raiz indicada (n > 2 es un entero, a y b son constantes reales). Este tipo
de integrales se transforman en integrales de funciones racionales mediante el

cambio de variable u = vaz + b.

Ejemplo. Calculamos /x V1+axde.

Hacemos el cambio de variable u = /1 + . Por tanto, tenemos que z = u3—1
y dx = 3u® du . Asi pues

, 3 3 3 3
/x{*/l +axdr = 3/(u6—u3) du = ?u7—4—1u4+c = ?(1+x)7/3—1(1—|—x)4/3+c,

con c € R.

J R(xz,va? — 2?)dz, donde R es una funcién racional en la variable = y en
la raiz indicada (a es una constante real positiva). Este tipo de integrales se
transforman en integrales de funciones trigonométricas mediante el cambio de
variable x = asen(u) .

Ejemplo. Calculamos / V9 —22dx.

Hacemos el cambio de variable + = 3sen(u). Por tanto dr = 3cos(u)du y
tenemos que

/v9—x2dx:9/0082(u)du: g/[1+cos(2u)] du = gu+zsen(2u)—l—c,

con ¢ € R, donde hemos usado que cos?(u) = [1 + cos(2u)] /2. Deshaciendo
el cambio de variable, u = arcsen(z/3), se obtiene finalmente que

/\/9 —22dx = garcsen(m/?)) + g\/9 e
donde hemos aplicado que sen(2u) = 2sen(u) cos(u) = 2sen(u)/1 — sen?(u) .

[ R(z,vz?*+ a)dz, donde R es una funcién racional en la variable = y en
la raiz indicada (a es una constante real positiva). Este tipo de integrales se
pueden resolver también por cambio trigonométrico o bien se puede hacer el
cambio de variable u = x 4+ V22 + a, que las transforman en integrales de
funciones racionales, dado que (u — x)* = u? — 2ux + 2? = z* + a implica que
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r=(u—a/u)/2ydr=(1+a/u?)/2du.

Ejemplo. Calculamos /
Jemp v 1+ xz

Hacemos el cambio de variable v = x + v/1 + 22. Por tanto

u? —1 u? +1
o o 2u?
Asi pues
/ / u—l‘ r+V1I+a2-1
=1In +c=1In c,
:c\/1+x2 u? —1 u+1 r4+vVitaZ+1

con ¢ € R.
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