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CALCULO - AUTOEVALUACION 1

Filippo Terragni & Manuel Carretero Cerrajero

Problema 1. Considera la sucesion (a,)nen de niimeros reales definida por

an—1
3 )

a, = —4 + con n>2,

a; = 0.
(a) Demuestra que la sucesion es decreciente.
(b) Demuestra que la sucesién es acotada.

(c) Calcula lim a,,.

SOLUCION

Se observe que

4 4 4
a = —4, (13——4—3, a4:—4—§—§, )
por tanto, para todon > 2, tenemos que
4 4
n="4-—s— ... —5=.

a 3 3n-2

Entonces
4
An — An1 - < O)

(1)



esto es la sucesion es (estrictamente) decreciente. Ademas, usando , podemos escribir
a, como la suma geométrica

“Z‘z 1\ * 1— (%)nl n"

a, = 4 (—) :—4—1:—6{1—(—) }, (2)
— 3 1—3 3

donde hemos usado un resultado conocido. De deducimos que |a,| < 6 para todo

n > 2, esto es la sucesion es acotada, y que

lim a, = —6.
n—oo



Problema 2. Encuentra todos los valores del pardmetro « € R tales que la serie

i (x—2)"
— n?+1

es convergente.

SOLUCION

Dado a, = (« —2)"/(n? + 1), se observe que

(=2 n?Z+1 B n? 41

Qny1|
a '(n+1)2+1 (x—2)"|

an

— |la—2| si n— oo,

por tanto, gracias al criterio del cociente, la serie es convergente si |x — 2| < 1, esto es si
I <a<3(sioe>30a<1laserie diverge). Si & = 3 la serie resulta ser

= 1
ZOnZ—H’

que es convergente porque 1/(n* 4+ 1) < 1/n* para todon > 1y la serie con término
general 1/n? es convergente (criterio de comparacion). Por otra parte, si o = 11a serie resulta

ser .
Z (="
n2+1’

que es convergente gracias al criterio de Leibniz (es una serie alternada, donde el término
1/(n? + 1) es positivo, decreciente y tiende a cero cuando n — o).



Problema 3. Considera la funcién

—x2—7cos<§x> six>2,
f(x) = ¢ a(x+1)+b si —1<x<2,
x> —12x+5 si x <—1,

donde a y b son constantes reales.

(a) Encuentra los valores de a y b tales que f(x) es continua en R.

(b) Calcula (si hay) maximos y minimos locales de f(x) para x < —1.

SOLUCION

La funcién f(x) es continua para x € (—oo,—1) U (—1,2) U (2, +00) siendo definida
en términos de funciones elementales continuas. La continuidad en x = —1 se asegura
imponiendo que

f(—1) = lim [x’—12x+5] = lim [a(x+1)+b],

x——1- x——1+

que implica b = 16. Por otra parte, la continuidad en x = 2 se asegura imponiendo que

f(2) = lim [a(x+1)+b] = lim [—x2—7cos (gx)} ,

X—27 x—2+

que implica 3a + b = 3, esto es a = —13/3. Los valores calculados para a y b hacen que
f(x) sea continua en R. Ahora, el tinico punto critico para f(x) en el intervalo (—oo, —1) se
obtiene imponiendo que

f'(x) = 3x*=12 =0 - X = —2,

que es un punto de maximo local (siendo f”(—2) = —12 < 0) donde f(—2) = 21. La
funcién f(x) no tiene ningtin minimo local para x < —1.



Problema 4. Aproxima el valor

=(3)

usando un polinomio de grado 3 y estima el error involucrado (calcula una cota superior
apropiada).

SOLUCION

Se observe que

o(5)-n(r-3)

se puede obtener evaluando la funcién f(x) = In(1 + x) en x = 1/3. Dicha funcién se
puede expresar gracias al Teorema de Taylor como

2 3

X
In(1+x) = X—?-i-? + Rs(x),
donde el resto R3(x) se puede escribir
f(4)(c)
R3 (X) = 41 X4»
con f¥(x) = —6(1 +x)*yc € (0,x) si x > 0. Entonces, podemos aproximar el valor

deseado con

3) 73718781 162

y estimar el error involucrado de la siguiente forma

| -6 (1/3) (1/3) (1/3)*
Ri(5 )| = <

3 (1+c)t 4

T 40+t — 4
donde la desigualdad se cumple porque c € (0,1/3), pues c + 1 € (1,4/3) y por tanto
(1+c)* <.

1n(‘-‘) Vo1 147 02901

~ 0,003,




