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Problema 1. Considera la sucesion (a,)nen de niimeros reales definida por

1
a=1; a1 =3—— conn=12,....
an

(a) Demuestra que la sucesion es creciente y acotada superiormente por 3.

(b) Calcula lim a, .

SOLUCION

(a) Demostremos que la sucesion es creciente, esto es a1 > a, paratodon =1,2,...,
por induccién. Primero, a, = 2 > a; = 1. Ahora, suponiendo que ayy; > ax (para
n =k € N), tenemos que —1/ay41 > —1/ax . Entonces, se obtiene que (n =k + 1)

1 1

Qg2 =3 — >3 — — = Q41
Qi1 Qg
También por induccién, demostremos que a, < 3 para todon = 1,2,.... Primero,
a; = 1 < 3. Ademas, suponiendo que ax < 3 (para n = k € N), tenemos que

—1/ax < —1/3. Entonces, podemos escribir (n = k + 1)

1 1 8
ak+1—3—a—k<3—§—§<3.



(b) Sea lim,,_,., a, = L (dicho limite existe porque la sucesién es creciente y acotada

superiormente). Entonces

+

TR
S

lim a7 = lim (3—l> - L:S—% — L=

n—oo an

N W
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Dado el comportamiento de la sucesion, el valor deseado es L =



, _ .« 3In(n?
Problema 2. Estudia la convergencia de la serie E CESIE
n=1 '

SOLUCION
Sea a, el término general de la serie. Entonces

An+1
an

— 0,

B 3In((n+1)2) (n+1)! _ In(n+1)
N ‘ m+2)! 3InMm?)| m+2)Inmn)

cuando n — oo. Gracias al criterio del cociente, la serie converge.



Problema 3. Sea f(x) = sen(x).

(a) Usando un polinomio de Taylor de grado 2 en a = 7t/2, aproxima sen(m/2+0,1) y
estima el error cometido.

(b) Aplica el cambio de variable s = x — 7t/2 en el polinomio de Taylor usado en (a)
pero de grado genérico n € N. ;jReconoces el polinomio de Taylor obtenido?

SOLUCION

(a) Podemos escribir
(x —%)?

> + RZ(X) )

sen(x) = 1—
que nos da la aproximacién

(0,1)?
2

sen(mt/2+0,1) ~ 1— = 0,995.

Ademés, el error cometido se puede estimar de la forma siguiente

(0,1)*
24

Rz(mt/240,1)] < ~ 4 x 1070,

(b) Con el cambio de variable indicado obtenemos que

82 34 SZn

sen(s +7m/2) ~ 1_Z+ﬂ+“'+(_1) Dk

siendo el lado derecho el polinomio de Taylor de gradon € N en a = 0 asociado a
cos(s) .



Problema 4. Calcula el niimero exacto de soluciones reales de la ecuacion
1
arctan(x) — zln(] +x)+ax =0

en funcién del valor del pardmetro o € R.

SOLUCION

Sea f(x) = arctan(x) — % In(1 + x?) + «, continua y derivable en R. Su derivada es

1 1 2x 1T —x

falx) = T+x2 21+4x2  1+x°

Pues, independientemente de «, f, es creciente en el intervalo (—oo, 1) (derivada positiva)
y decreciente en el intervalo (1, +o0) (derivada negativa). Ademds

JUREEES
B In(2) B m  In(2)
e f (1) = arctan(1) —T-i—oc = oc—i—Z—T.
Entonces, el ntiimero de soluciones reales de la ecuacion f,(x) = 0 depende del valor
fo(1) . En particular, si o« > @ — 7 (f&(1) > 0) existen dos soluciones, si o« < @ -7

(f«(1) < 0) no existen soluciones, si & = @ — 7 (f«(1) = 0) existe una tinica solucién.



