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CALCULO - AUTOEVALUACION 2

Filippo Terragni & Manuel Carretero Cerrajero

Problema 1. Considera la sucesién monétona creciente (a,)nen definida por la siguiente
férmula de recurrencia

ay :O)

Ani1 =+V4a,+5, n>1.

Demuestra que la sucesion es acotada y calcula 1im a,,.
n—oo

SOLUCION

Supongamos que la sucesion tiene limite finito, esto es a = lim,_, a, . Entonces,
cuando n — oo en ambos lados de la férmula de recurrencia, tenemos que

a=+vV4a+5 = da*=4a+5 = a=-1,5,

donde hay que descartar el valor a = —1 porque la sucesion es creciente y con términos
positivos. Asi pues, a = 5 es el tinico candidato a ser el valor del limite.

Ahora, demostramos por induccién que la sucesioén es acotada por arriba por 5, esto es
0 < a, < 5 para todon € N. Primero, dicha propiedad se cumple para n = 1, esto es
0 < a; =0 <5. Luego, suponiendo que 0 < ay < 5 paran = k € N, obtenemos que

m=k+1)
0 < a1 =vV4ax+5 < v4-54+5 =5.

Por tanto, la sucesioén es acotada, pues tiene limite finito gracias a su comportamiento
creciente. Como consecuencia, el limite deseado es a = 5, como calculado anteriormente.



Problema 2. Encuentra todos los valores del pardmetro x € R tales que la serie
& 32k 53k

— (2k 4+ 1) 5%
es convergente.
SOLUCION
32k 43K
Sea ayx = m . Entonces, tenemos que
ak+] 9 3 Zk + ] 9 3 .
= = - k .
o | =5 23 5 M st k=00

Asi pues, gracias al criterio del cociente, la serie converge si

51/3 51/3)
)

JTPe .5
5|X| < — |X| < = — X € —m, m

9

mientras que diverge si

9 3 51/3 51/3
§|X| > 1 — X € —OO,—M U m,—l—oo .

Por otra parte, si
9 5
§|x|3=1 = |x|3=§ = B = I,

la serie en el caso x*> = 5/9 resulta ser

o (e} ]
2% =D m
— = 2k +1
que diverge, y en el caso x*> = —5/9 resulta ser

P
kT
que converge por el criterio de Leibniz. Por tanto, concluimos que la serie dada converge si

y solo si
51/3 51/3
X € |:—m, m) .



Problema 3. Considera la funcién

5x
F(x) :J e’ dt, con x €R.
0

e Demuestra que F(x) es una funcién impar.

e Demuestra la existencia del limite ¢ = lim F(x).
X—00

e Demuestra que la funciéon F: R — (—{,{) es monétona creciente.

e Calcula (F71)’(0).

e Calcula limsx_—BF(x).
x—0 X

SOLUCION

e La funcién F(x) es impar porque
—5x . 5x .
F(—x) = J e’V dt = —J e du = —F(x),
0 0

donde la segunda igualdad se obtiene mediante el cambio de variable u = —t.

e Primero, notése que

5x . 0 .

{ = lim F(x) = lim J e/t dt = J e/t dt
X—00 X—00 0 0

es una integral impropia de primera especie (de una funcién positiva). Entonces, tenemos

que
—7t*

e pd —_ 4
lim = lime "'t = 0.
t—oo eft t—oo

Asi pues, va que [ e tdt converge, por el criterio de comparacién al limite podemos
0

—7t4

concluir que [;°e" dt converge también, esto es el limite ¢ deseado existe.
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e La funcién F(x) es creciente porque

)4

F/(X) — 5677(5)( > 0

para todo x € R. Notése que F'(x) se calcula gracias al Teorema Fundamental del Célculo
(regla de Leibniz).

e Gracias al resultado del punto anterior, F~'(x) existe. Ademads, tenemos que
1 B 1 1 1
F/(F1(x)) B a

donde la pentltima igualdad se cumple porque F(0) = 0, mientras que la Gltima igualdad
se obtiene de la expresion para F'(x) calculada en el punto anterior.

(F")'(x) =

e Usando la regla de I'Hopital dos veces se obtiene que

5x—F 5—F 5—5¢ 759
limX—(X) = limJ = lim; =1lim7- 54 677(5)()4 = 4375.
x—0 X5 x—0 5X4 x—0 5X4 x—0



Problema 4. Calcula

dx
J(x+1)4/3—(x+1)2/3'

SOLUCION

Usemos el cambio de variable

1

u=(x+1": du= g(x+1)_2/3dx — dx = 3u’du.

Entonces, la integral se transforma en

dx u? du

J(x+1)4/3_(x+1)2/3 - 3deu: 3Jm'

Ahora, podemos escribir

1 1 12 n

wW—1 (u—1u+1) u—-1 u+l

y finalmente

J du —ljd—u—ljﬁ—llnlu—1|—1lnlu+1|+c
w—1 2Ju—-1 2Ju+1 2 2 ’

donde c es una constante arbitraria. Asi pues, se obtiene que

dx —él
G+ A~ (x+ 123 2

(x+1)13 -1
CERCES
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