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CALCULO - AUTOEVALUACION 8

Filippo Terragni & Manuel Carretero Cerrajero

Problema 1. Resuelve las siguientes cuestiones.
(a) Considera la sucesion (an)nen tal que

a; == At = (an)? conn>1.

+£,

Demuestra que lim a,, existe y calcula su valor.
n—oo

, _ .« arctan (n*)
b) Estudia la convergencia de la serie E _—
(b) & = Vnt+

SOLUCION

(a) Apliquemos el método de induccién para demostrar que la sucesiéon es acotada por
abajo para todo n € N. Primero, tenemos que a; = 1/2 > 1/5. Luego, suponiendo
que ax > 1/5 paran =k € N, tenemos que (n =k + 1)

, 4 N 4 1
ak+1:(ak) +E> g +£:g.

Por otra parte, con la misma técnica, demostremos que la sucesioén es decreciente
para todo n € N. Primero, vemos que a; = 1/2 > a; = 41/100. Luego, suponiendo
que ay > ay. paran =k € N, tenemos que (n =k + 1)

4

4
Qe = (@) + 75 > (a1)® + 75

= Uy+2 -



Por tanto, la sucesién es acotada por abajo y decreciente, pues convergente. Ahora,
sea L = lim,_,o, a,. Entonces, sin — oo en ambos lados de la férmula de recurrencia,
tenemos que L = 1?+4/25, estoes L = 1/50 L = 4/5. Siendo la sucesion decreciente
y a; = 1/2, el valor del limite tiene queser L = 1/5.

o0
(b) La serie converge por el criterio de comparacién al limite con E — -
n

n=1



Problema 2. Considera

e%—i—[&x, si x<0,
f(x) = 1
B sen(x) — zsenz(x), si x>0,

donde 3 € R es un pardmetro.

(a) Encuentra para que valores de {3 la funcion f(x) es derivable en R.

(b) Encuentra, si existe, el valor de 3 tal que la recta tangente a la gréfica de f(x) en
xo = O es paralelaalarectay = 3x —7.

SOLUCION

(@) Six # 0, f(x) es una composicién de funciones elementales derivables, por tanto es
derivable independientemente del valor de 3. Ademas, f(x) es derivable en x = 0
también, para todo 3 € R, porque

1

. 1 2
F(0%) = lim f(x) — f(0) ~ lim B sen(x) — 5 sen(x) o,
x—0+ x —0 x—0t X
f'(07) = lim w = lim e +Bx =B.
x—0—  x—20 x—0~ X

(b) Siendo f'(0) = 3 (vedse el punto anterior), el valor deseadoes 3 =3.



Problema 3. Aproxima el valor v/1010 mediante el polinomio de Taylor de grado 3 para
la funcién f(x) = v/x en a = 1000. Luego, estima el error de aproximacién involucrado.

SOLUCION

Gracias al Teorema de Taylor, podemos escribir (x = 1010)

10

mmmo-moof.

jpamu— 1 2 )
V1010 & 10+ 3—=55(1010 —1000) — 555 (1010 — 1000)? +

Por otra parte, el error de aproximacién involucrado se puede estimar como

| 80 4 80 o7

donde la desigualdad se obtiene observando que 1000 < ¢ < 1010.



e X 1
Problema 4. Sea F(x) = J ——dt.
o In(t)

(a) Encuentra, si existen, mdximo y minimo globales de F(x) en el intervalo x € [1,2].

(b) Calcula li{rn x F(x).

X—400

SOLUCION

(a) Gracias al Teorema Fundamental del Calculo (regla de Leibniz), podemos escribir
F'(x) = e™/x > 0 para todo x € [1,2], por tanto F(x) es estrictamente creciente
en ese intervalo. Entonces, maximo y minimo globales de F(x) se hallanen x = 2y
x = 1, respectivamente.

(b) Tenemos que

lim xF(x) = lim Fo) _ lim e /x = lim _X 0,

x—+00 x—+00 1/7( T xoo —1/7(2 x—+oo  eX

donde hemos usado la regla de 1'Hopital en la segunda igualdad.



Problema 5. Calcula las siguientes integrales indefinidas.

2 —3x —X
(a) Jxe dx (b) sz—x—HdX
SOLUCION
1 2 2
(a) sz e *dx = [por partes] = —ge_3" (xz +3x+ §) +¢ (con c € R).

X

3

1 2x —1
(b) | =————dx = [racional] = =In|x* —x+ 1| + é arctan | =~ +c¢ (con
x2—x+1 2

V3
c € R).



o9}

Problema 6. Considera la integral impropia J (x +1)P e dx.
0

(a) Estudia su convergencia parap = 2.

(o]

(b) Sabiendo que J e dx = 41 , calcula su valor parap = 1.
0

SOLUCION

o0

(a) Laintegral es convergente por el criterio de comparacion al limite con J e “dx.
0
(b) Usando la definicién de integral impropia, podemos escribir

eS) b b 0o
J (x+1)e ¥ dx = limJ (x+1)e¥dx = limJ xe Xdx + J e dx

0 b—oo 0 b—oo 0 0

= ! lim [1—e_b2]+\/7_t _ vl

b—oo

2 2



