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“Fundamentos matematicos”
Ejercicios propuestos

Ejercicio 1:

Calculo de Inversos: resolver ax=1 mod.n, donde m.c.d(a,n)=1
a) Aplicando el teorema de Fermat. Resolver: 37x =1 mod.5
b) Aplicando el teorema de Euler. Resolver: 7x = 1 mod.12

c) Aplicando el método de Euclides modificado. Resolver: 32x =1 mod.5

Solucién:
a)
a=37, n=5 primo, m.c.d.(37,5)=1, por Fermat: x= 37"? mod.5 =
x=37°2 mod.5 = x=3 mod.5
b)

a=7, n=12 (no primo), m.c.d.(7,12)=1, por Euler: x = 7°(2)-1 mod.12
Aqui, 12 = 22* 3, D(12) = D(22) * D(3) = 221 * (2-1) * 2= 4

x=7%1 mod.12 © x =73 mod.12 = x =7 mod.12
c)

(La solucion es inmediata si se realiza una reduccién modular de la ecuacién, resultando en: 2x

mod.5=1).

Para ilustrar el manejo del método de Euclides modificado se elige calcular el inverso aplicando

dicho método:



32

a=cih+ri®ri=a—-cin

N=Cri+r ®rn=n-cr

=r;=n—-c2(a—cin) ® rn=n(1+clc2) —c2(a—cin) =

r=n(l+cic)—caa

entonces:

Ejercicio 2:
Resoluciéon de ecuaciones del tipo ax=b mod.n, déonde m.c.d(a,n)=1

r=1=n(l+cicx)—-ca= l=-camod.n=

1=-2*32mod.5 = x=-2 mod.5 = x=3 mod.5

a) Aplicando el teorema de Euler. Resolver 3x = 3 mod.14

b) Aplicando el método de Euclides modificado. Resolver 19x = 4 mod.49

Solucion:

a)

b)

a=3, n=14 (no primo), m.c.d.(14,3)=1, por Euler: a1 = 32141 mod.14

Aqui, 14 = 7*2, ®(14) = D(7) * ®(2) = (7-1) * (2-1) =6*1=6

al=3%1 mod.14 = a1=3% mod.14 = a1l =9%9*3 mod.14= 243 mod.14=5 mod.12

= (Por reduccién modular) a' =5 mod.14

x=al*h=5%*3mod.14=1

19y = 1 mod.49, dénde x=y*4 mod.49

n=c*a+n

49=19*2+11
19=11*1+8
11=8 *1+3
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8=3*2+2
3=2%1+1

ri=n-2a

r=a-ri= a-n +2a=3a-n
rs=rl-r,=n-2a-(3a-n) =-5a +2n
ra=ry-2r3=3a -n-2(-5a +2n) = 13a -5n
1=r3—r4=-5a+2n - 13a +5n=-18a +7n

1= -18a mod.49

y =-18 mod.49 = 31 mod.49
X =4 * y mod.49 = 4*31 mod.49= 26 mod.49

Ejercicio 3:
Resolucién de ecuaciones del tipo ax=b mod.n, dénde m.c.d(a,n)=m=1

a) Aplicando el teorema de Euler. Resolver 15x = 6 mod. 9

Solucion:
a)

L a ecuacion es equivalente a ésta otra: 6x=6 (mod. 9)
a=6,n=9, m.c.d.(6,9)=m=3

b=6=2*m

Se calculay:

2y (mod. 3)=1

por Euler y=21(mod. 3);y=2

Por lo tanto:

x=(6/3)*2+(9/3)k ;

x=4+3kmod.9, parak={0,1,2}
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Ejercicio 4:
Ejercicios misceldneos de aritmética modular

a) Sinindicar el método.
i) Resolver: 2x=1 mdd.4
ii) Resolver: 37x =1 mdéd.10
iii) Resolver 3x =5 mdd.8
iv) Resolver 5x =10 mod. 15
v) Resolver 63x =2 mod. 110
b) Demostracién de propiedades

i) Demuestre que:

Dados M y n tales m.c.d(M,n) =1, y
Dados e,d € Z-{0} tales que e*d=1 mod. ®(n), entonces:
Me*d mod. n =M

ii) Establezcay razone si son verdaderas o falsas las siguientes igualdades:

ii,a) 161+ 1617mod17 =1 mod17
ii.b) 1617*16%mod17 =-1 mod17

iii) Demuestre que:

Si a y n son dos enteros tales que, m.c.d. (a,n) = 1, entonces:
a*=a¥ mod. n ®x =y mod. ®(n).

iv) Demuestre que:

Dados a, b, ¢, n € Z-{0} tales que m.c.d(a,n)=d, siab =acmod.n = b =cmod. n/d.

v) Demuestre que:

Demuestre que el sistema de ecuaciones siguiente no tiene solucidn:

x=2 mod.6
x=3 mod.9
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Solucion:

a)

i) Resolver: 2x =1 mdd.4

a=2, n=4, m.c.d.(2,4)#1, por lo que no existe solucién.

ii) Resolver: 37x =1 méd.10

a=37, n=10, m.c.d.(37,10)=1, por Euler: x = 37®(19)-1 mad.10

Aqui, 10=2* 5, d(10) = D(2) * D(5) =1 * 4 =4

x =37%1 m6d.10 ® x =37% mdd.10 = x =73mdd.10 = x =63 mdd.10 =
x =3 mad.10

iii) Resolver 3x =5 mdd.8

Transformamos a 3y (mdd.8) = 1 dénde x=y*5 méd.8.

Para resolverlo aplicamos el teorema de Euler x = a®™1 méd.n
Por ¢(n) = nk-* (n-1) se obtiene que ¢(8) = 4,

y = 3%8)1méd.8 = 33 (mdd.8) = y =3 méd.8

Despejamos en x = by (mdd.n), y resolvemos:

Xx=15(moéd.8) ® x =7 mdd.n

iv) Resolver 5x =10 mod. 15

m.c.d.(15,5)=5=m

y (mdéd.3)=1

por Euler y=1(méd.3);y=1

Por lo tanto:

x =(10/5).1 + (15/5).k ;
x=2%*1+3.k, parak={0,1,2,3,4}
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v) Resolver 63x =2 mod. 110

1 1 2 1 15
110 63 47 16 15 1
47 16 15 1 0

n=cla+r ®ri=n-cia h

a=Cn+rn>rn=a—-cn

r1=C3r+r3 = r3= ri—Csn >
—>

) =C4f3+ 3 = ra= rz—C4r3=l

r3s=csra+rs >rs=0,c5=1 )

110=1-63+47 = 47=110-163 )
63=147+16 = 16=63—1- 47

47=216+15 = 15= 47-2-16 >
—>
16=115+1=1=16-115
15=151+0
J
1=16-1-15=

=(63-1-47)—1-(47-2-16) =
=(63-1-(110-1-63))-1-(110-1-63-2:(63 - 1-47)) =
=(63-1-(110-1-63))-1- (110-1-63-2:(63 - 1- (110—-1-63))) =
=-4-110+7-63

1=-4-110+7-63 mod.110=7 - 63 mod.110
63 1mod.110=7

X=7-2mod 110=14
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b)

i)

(Esta es la demostracién del algoritmo RSA)

e*d=1mod ®(n) - e*d =k*D(n) +1

m.c.d(M,n)=1 = (por T™. Euler) M®M=1 mod n & M¥*®M =1 mod n
Entonces:

Me*d mod n = MK @M +med n = M¥®M-M mod n =M mod n

Se aplica el teorema de Fermat: a'® mod17 = 1 para m.c.d(a,17)=1

ii.a) (falso = 0)

ii.b) Verdadero (la igualdad no hubiera sido verdadera)

Partimos:
a¥X=aYmod.n;
a¥¥=1mod.n;
a®" =1 mod. n; Teorema de Euler
Entonces: x-y = k * ®(n) ; para k entero.

Entonces: x =y mod. ®(n)

ab = ac mod..n = existe k entero tal que ab—ac=kn (1)

m.c.d (a,n)=d = existe ka entero tal que ks = a/d

m.c.d (a,n)=d = existe k, entero tal que kn = n/d y ademas m.c.d(ka, kn)=1
Dividimos (1) entre d:

a/db—c)=kn/d ® ka(b—c)=kkn = ka divide a k =

(b—=c)=k/kan/d = b=cmod.n/d
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v)

x=2 mod.6 = existe k entero tal que x=6k + 2

6k +2 =3 mod.9 = 6k=1mod.9, m.c.d(6,9)=321 = No existe solucion a esta ecuacion
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