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1. Nociones basicas

Definicién: El proceso { X, },en con espacio de estados S C N es una Cadena de Markov
si Vn,m € Ny Vig,...i,,J € S se cumple la propiedad:
P(Xpim=7/Xo=10, X1 =141,..., X,y = 1) = P(Xpom = 7/ X0 = i)

n,n+1

Definicién: La probabilidad condicionada p;;""" = P(X,11 = j/X, = i) se denomina prob-

abilidad de transicién del estado i en la etapa n, al estado j en la etapa n + 1.
Definicién. Si la probabilidad de transicién verifica que:

nn+l _  mm-+1
Dij =D;; Vn,m e N

entonces no depende de la etapa origen de la transiciéon (homogeneidad temporal), se llama
probabilidad de transicién estacionaria y se representa por p;;.

Si las probabilidades de transicién son estacionarias, la Cadena de Markov se denomina
homogénea.

Definicién Se define matriz de transicion de la Cadena de Markov como la matriz de
las probabilidades de transicién en una etapa

P=|lpyll i,j€Ss
Observacion La matriz de transicion de una Cadena de Markov es estocdstica, esto es:
J
Comentario.

- Si A es matriz estocastica A" es estocdstica Vn > 2.
- Si las matrices A y B son estocdsticas, entonces la matriz A.B es estocdstica.



1.1. Ejemplos

1. Proceso de Bernoulli, Sumas de Bernoulli y Proceso del niimero de intentos hasta el
k-ésimo éxito en juegos independientes de Bernoulli.

a) La sucesion aleatoria de variables Bernoulli(p) independientes { X, },en, siendo:

X, = { 1 con probabilidad p Vn € N

0 con probabilidad ¢ =1 —p

es cadena de Markov con matriz de transicién:

b) La sucesién aleatoria {S,},cn variables aleatorias Bernoulli(p) independientes, es
Cadena de Markov con:

c¢) La sucesion aleatoria {7} }ren—{oy definida por:
{T,=n}={S,1=k—-1,X,=1}

esto es, el suceso {k-ésimo éxito aparece en el n-ésimo intento de juegos Bernoulli(p)
independientes}, es Cadena de Markov con:

bi; = P{Tk+1 = j/Tk = Z}
= P{Tk+1—Tk:j—1}
 pgTt sij>i+1
o 0 otro caso

0 p pg pi® pg
p_| 0 0 p pg pg
0 0 0 P pq

2. El Paseo Aleatorio {5, }nen con S, = > Xy, siendo las variables aleatorias:
k=0

Y, — 1 con probabilidad p
¥~ 1 =1 con probabilidad 1 — p



independientes, es Cadena de Markov con { Piit1 =Py e g

Pii-1 = ¢

0 1 0 0 0

q 0 p O 0

P= 0 q 0 p 0
0 0 q 0 »p

La sucesién aleatoria de variables independientes { X, },en definida por:

0 con probabilidad ag
X, = < 1 con probabilidad a;

siendo > a; =1, a; >0 Vi, es Cadena de Markov con:

g ap amg

ap a; asz
P =

3. Proceso de difusién de particulas a través de una membrana (modelo de Ehrenfest), es
un Paseo Aleatorio con S finito y barreras reflectantes,

S={-a,—a+1,...,-1,0,1,...a—1,a}
las probabilidades de transicién son:

P(Xn+1=j/Xn=i)={ a2_;1 sij=1i+1

Sa si ] =71—1
y la matriz de transicién resulta:
0 1 0 | —a
1 1
3 0 1-5a -+ - 0 —a+1
1
P = 0 % 0 3 0 0
0 1— %a 0 %a a—1
0 . 0O 1 0 a

2. Estudio distribucional de la Cadena de Markov (Ho-
mogénea)

2.1. Probabilidades de transicién en n etapas

Definicién: Las probabilidades

=P Xpon=13/Xm=1 VYm,n>0, Vijes



se denominan probabilidades de transicién en n etapas y la matriz
PW =|lpill, ijes

es la matriz de transicién en n etapas.
Proposiciéon: Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov
Py = Zp?kpzz. Yn,m >0, Vi,jel
kes

Demostracion
Se tiene

P = p(Xapm = /X0 = i)
= Y P(Xpsm = J. X = k/Xo = i)

kesS
= N P(Xum = j/ X =k, Xo = 0).P(X, = k/Xo = 1)
kesS
= 3 P(Xuim = /X0 = k).P(X, = /X0 = )
kes
= > il O
keS

Observacién en forma matricial, la proposiciéon anterior establece
P = ppet = ppprd = . =pr"

lo cual indica que la n-ésima potencia de la matriz de transicién es la matriz de transicién en
n etapas.

(Ver métodos para calcular P™ en el Apéndice del final del capitulo).

Ejemplo de Calculo de P"
Sea P la matriz de transicién de una Cadena de Markov con S = {1, 2}

a

Descomposicién espectral: P = ADA™?

1 ...estados

W =N [
LSS S L NG
N——

a) Calcular P"

|P—/\]|:0:> AM=1 d=-

(se observa ya que P,1 = 1)

11
ez = (1])(2)-(2)=ner
i) 1 1 i) i)



11 1
1 1 T2 172
1
AQ — Z

entonces

A= (] %) dedonte A= (
r=(1 ) ()
p"=(1—21)(1<i>")< —):<

b) Hallar la probabilidad de que tras n dias después de 2 se dé 1.

Q|00 | =
| cono

ol

N~

se deduce que:

=00 =
| cono

Wl

~~

entonces

|
[SU NN

—~

W[—=WIN
—~
NN
SN—

3

—~

W s | =
S—

3 3
N——

Wl |~
Wl |~
SN—

3
SN

—~

P(Xjn =1/ X = 2) = phy =

Definicién: El vector p™ = (pgn)),z € S de probabilidades pz(-n) = P(X, = 1), se
denomina distribucién en la n-ésima etapa. El vector p(® se denomina distribucién inicial.

Proposicién: p™ =p@ P vyn >0
Demostracion

A partir de las Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

n 0) n .
pz(): j(U}pjk VieS, VYn>0
JjES

matricialmente
P — @ pr O
2.2. Distribucién conjunta de r variables del proceso

Proposicién Para toda Cadena de Markov (homogénea) la distribucién del proceso estd
caracterizada por p© y P.

Demostracion

Sean 1g,11,...,1, € S, bastard probar que
P(XO :io,Xl :ila'--aXn:in)

estd determinado a partir de p® y P.



Se tiene que:

P(Xo = ip, X1 =t1,...,Xp =1p) =
= P(X,=1,/Xo=10,X1=141,..., X1 =1p1).P(Xo=10,..., Xpn-1=1n_1)
= P(X, =10/ Xn1=1n1)P(Xo=1d0,..., X0 1 =1pn1)
= P(X, =i/ Xn1=1n-1).P(Xn_1=tn1/Xn_2=1n2).P(X1 =1i1/Xo = 1)
P(Xo =10) = Pin—1, Pin-Pin—2, Pin—1 - - - Pi0 pﬂ.pfg)
= ng) -Pio, Pi1, Pi2 - - - Pin—1Pin

siendo pgg) elemento del vector inicial y el resto elementos de la matriz de transicién P. O
Ejercicio

A partir de la matriz de transicién

WS [ COND [ =
N—

N

Hallar:
a) Probabilidad de que tras n transiciones después de un 2 se den 1, 2 y 2 consecutivamente.

b) Teniendo p = (%, %), hallar la probabilidad de encontrar la cadena en 2 tras 2 transi-
ciones.

Solucion. teniendo en cuenta el cdlculo anterior de P

CL)P(Xk+n = 1an+n+1 = Q,Xk+n+2 = 2/Xk = 2) =

_ n
= DP21-P12-P2,2

()3

b)p? = (pﬁg)p§2)> =p©p?
11 /1,21 2_ 21
p? = (575)(ii—if §+if>:(0’350’65)
3 3°16 3 3716

de donde p(22) =0,65.

2.3. Distribucion limite de la Cadena de Markov

El estudio de las distribuciones conjuntas de r variables puede resultar complejo; ademas
en algunos tipos de cadenas el comportamiento asintético de pj; cuando n — oo se simplifica,
en el sentido de que perdida la influencia de la posicién inicial, tras un nimero suficiente de
etapas p;; resulta depender sélo de j y no del estado i. Esto lo determinan bésicamente las
caracteristicas de los distintos estados.



3. Clasificacién de estados

Definicién

a). El estado j es accesible desde i si para algin n > 0 se tiene que Py >0 (1 — j).

b). Los estados 7 y j son estados comunicados si i es accesible desde j y j es accesible desde

Observacién Sii, j no estdn comunicados, entonces Vn > 0 se verifica p;; =0 6 p}; =06
ambos.

Proposicién La relacién («+) de comunicacién entre estados es de equivalencia.

Demostracion
1. reflexiva. Es inmediata por definicién.
2. simétrica. Es inmediata por definicién

3. transitiva.
Si i < j entonces Im > 0 tal que p;j > 0
Si j < k entonces In > 0 tal que p7, >0
entonces pjpt" = lZS Pivi > PP >0 = i—k
S

andlogamente se prueba que k — i.

Observacion: Las clases de equivalencia generadas por esta relaciéon de comunicacién entre
estados son los subconjuntos de estados de S que se comunican entre si. En una cadena con
una sola clase, todos los estados se comunican entre si.

Definicién. Una cadena de Markov es irreducible si tiene una sola clase de estados.
Definicién Un estado j € S es absorbente si p;; = 1.

Observacién Todo estado absorbente forma una sola clase.

Ejemplos

1). El Paseo aleatorio con Barreras absorbentes cuya matriz de transicién es

1 0 cvv eee eee e 0 1

g 0 p 0 - - 0 2
P= e

0 o+ «ov «v g 0 p

[0 T | s

tiene tres clases: {1}, {s}, {2,...,s-1}
2). El Paseo Aleatorio con Barreras reflectantes cuya matriz de transicion es

o 1 0 ... ... .. O

q 0 p ... ... .. 0
P:

<
o
o3



es una cadena irreducible.

Definicién. Para todo i € S, se denomina periodo de i y se denota por d(7)
d(i)=m.cd.(n>0 , p&>0)

si d(i1) = 1, el estado i se denomina estado aperiédico.
Proposicién Si i < j (comunicados), entonces d(i) = d(j).
Demostracién

Sean d = d(i), d = d(j). Si i — j se deduce que existe s > 0, pj; > 0.
y si j — i andlogamente existe r > 0, con p}; > 0

Entonces

Pf;r > pypy; = B>0

de donde se deduce que s + r = ¢ (multiplo de d)

Ahora para n > 0

n+r+s __ s, n, r __ n
Dii = DijP;;Pji = Bpjj

sera: .
a). Bpj; > 0si n = d o bien

b). Bp%; =0sin # c.l y entonces d > d ya que p}; = 0 por ser § > 0.

Invirtiendo los papeles de 7 y j se obtendria d > ¢, cuya solucién es § = d y ambos estados
deberan tener el mismo periodo.

Observacion: Todos los estados comunicados entre si tienen el mismo perfodo.

Para avanzar en la interpretacién de los estados en que la cadena pueda encontrarse en el
largo plazo, vamos a adoptar el punto de vista de “visitas” a un estado fijo.

Ejemplo: Sea {X,},>0 cadena de Markov con espacio de estados S = {1,2, 3,4} y matriz
de transicién

s O O =
=W =N = O
NI T )
O O O

Los estados {1} y {2, 3} son recurrentes (se permanece en ellos una vez que se alcanzan), y
el estado {4} es transitorio (no se retorna a ellos una vez que se abandonan).

Definicién. El estado ¢ € S se llama recurrente si

P(X, =i paraalginn>1/Xqg=1)=1
Definicién El estado ¢ € S es transitorio si es no recurrente.
3.1. Caracterizacién en términos de las probabilidades de transicion

o
Proposicién El estado i es recurrente < > plt = 0o
n=1

Demostracion



Vamos a relacionar las probabilidades de transicién con las probabilidades llamadas de
“primera pasada’ para i,j € S, con n > 1.

fi=PXn=5,Xe#Jj, k=12,....,n-1/X,=1)
con 0 =0.

Entonces f;; = i ;i es la probabilidad de que la cadena visite el estado j alguna vez,
partiendo del estadon 71

Naturalmente, i es recurrente <  f;; =1 (y el estado ¢ es transitorio <  fi; < 1)

Sean para |s| < 1 las funciones:

entonces se verifica

Fi(s)-Pa(s) = )

n=1 \k=0
= Py(s)—1
de donde P;(s) = !
vaque fi = 0 y pl=1
ademads para n > 1 pro= Z frpn—Fk
k=0

Procedemos ahora a demostrar la proposicién
a). Necesidad:

Sea i recurrente = f; = > fI' = 1; por el Lema de Abel
n=1

LI_I)I}F”(S) =1 = hmPZZ = hmZp

s—1
o)

nuevamente por el lema de Abel > pl =oco c.q.d.
n=1

b). Suficiencia (por reduccién al absurdo)

Sea Z Pk = 00. Si Z " < 1 entonces por el Lema de Abel

lfm Fy(s) < 1



de donde
lirr% Pii(s) < o0

Aplicando nuevamente el Lema de Abel

)
DIRES
n=1

en contra de la hipétesis de partida. O

Lema de Abel

[e.e]
i). Si > a, < oo
n=0

0. ] (o, 0]
= limg aps" = E an
s—1
n=0 n=0

i) Sia, >0y
o0 (o)
’ n __ R
ll_rgzo&ns =a<o0o = Zoan—a
n= n=

Observaciones .
1). Dado que f; = > fI es la probabilidad de que comenzando en i, el estado i sea eventual-
n=1

o

mente revisitado, la suma = »_ pZ es el nimero medio de visitas al estado i. Esto es, si definimos
n=1

como N;(w) el nimero de veces que el estado i aparece en la realizacién (X;(w), Xa(w),...), en

términos de la funcién indicadora seré
Ni(w) = 1L (Xn(w))
n=1

De donde

E(N;/Xo=1) = E|> 1pXu(w)/Xo=1i|Y P(X,=1i/Xo=1)

(0. ]
S 3
= Epu‘
n=1

por el teorema de la convergencia mondétona.

2). El estado ¢ es recurrente < P(N; = 0o/Xy = i) = 1, es decir, infinitamente revisitado
con probabilidad 1.

Proposicion.

i <> j (comunicados), i es recurrente = j es recurrente.

Demostracion

Por hipétesis dn,m > 1 tales que pj; >0 'y pji >0

Para k >1
PZ-erJrk 2 pm k n



de donde

oo o0
n+m+k m.n k o
E Djj > DjiDij E by =
k=0 k=0
o
k -] .
ya que Y pi = oo por ser recurrente; luego:
k=0
o0
pl; = 00 = j es recurrente. O
k=0
Observacién

En cada clase de equivalencia (clases de estados comunicados) todos los estados tienen el
mismo cardcter de recurrencia o transitoriedad. Se van a clasificar ahora los estados recurrentes.

Definicién Para un estado ¢ € S recurrente, su tiempo medio de recurrencia p,;, es el
nimero medio de transiciones requeridas para retornar al estado 7. Esto es

09}

,U/i:ZniTiL

n=1

Definicién. Sea j € S recurrente, serd
a). recurrente positivo si j; < 0o
b). recurrente nulo si p; =00 & SiVi,j P —noo 0
c) ergddico si es recurrente positivo y aperiédico.

Comentario: Toda cadena Finita aperiédica e irreducible es de estados recurrentes positivos.
Vamos a estudiar a continuacion la distribucién limite de la cadena.

Definicién. Se dice que una Cadena de Markov {X, },en con espacio de estados S tiene
una distribucién limite 7 si existe

Im P(X,,=j)=m; j€S

Observacion: Ya que:
P(X, =) =p™ () =Y _ p i)y,
icS
donde p(3) es la i-ésima coordenada del vector inicial p(*); se observa que la existencia de la
distribucién limite no depende de p@ y si depende del

lim p

n—oo

Esto es, si existe a(j) = lim, . pj; vy ademds a(j) >0 Vj y > a(j)=1 = es
jes
{a(j)} la distribucién limite
Comentarios
01 0 si n es impar

1). P = 0o = .
). Sea 10 ) = Doo 1 sin es par
entonces p(y —n—oo; debido a la periodicidad no existe limite.



2).Sea,P:< bo1—b

) la matriz de la C.M. {X,,} con S = {0, 1}

Entonces:

lim P — <23> = a0) = b v a(l) =2

Observacion La distribucién limite es invariante, esto es:
m(j) = Zﬂ-@)'pzj JeSs
i€s
La distribucién invariante se llama también estacionaria se puede calcular segin
") = Jim P(Xu =)
= lim Y P(X, =1i)p;
TS

= > (1im P(X, =) py

€S

= Y m(i)py

ics
aplicando el Teorema de la convergencia dominada.
Caso particular

Si la distribucién inicial p(®) es invariante (estacionaria) entonces las variables aleatorias X,
tienen la misma distribucién y la cadena es un Proceso estrictamente estacionario. Esto
es:

PO =p =x Vn >1

Proposicion. Si i ~ j, y j es aperiédico, entonces
1

n
pij —n—oo 3

HJ
Teorema: Si {X,,} es Cadena de Markov irreducible y aperiédica con matriz de transicién
P, entonces verifica una de las dos situaciones

a). todos los estados son transitorios o todos recurrentes nulos y en este caso Pi —n—oo
0 Vi,j €Sy no existe distribucién estacionaria.

b) todos los estados son recurrentes positivos y en este caso

D —n—oo Tj Vi,j €S
1
Hj
Ejercicio: Calculo de las probabilidades de “primera pasada”.

siendo m; =

Para n = 1 se tiene f;; = p;;

Para n > 2 se tiene f = sz‘bfz?-_l
J =7 J



Ejemplo:

$={1,2,34 P=

W~ =
gk O
Sl ©

Vamos a calcular para j = 3 fijo
Denotamos por () = P la matriz de transicién de la Cadena de Markov con la j-ésima

columna sustituida por ceros y

=

el vector de probabilidad de primera pasada con n > 1
0
1
3
1
15

obviamente f! = ahora

1 00 0
f= QT lego = kb0 )|
1 35 9 1
3 5 5
0 0 0
entonces f? = % P = @ = ¢ ......
5 30 180
de donde
fis = 0 Vn>1
By = 3G w21
= —=(= n
23 3G
n + n=1
f33 = { 371 %5—2 1 9
5(5)"°()



4. APENDICE.

METODOS PARA CALCULAR Pn

1). Z- transformada.
p® = vector inicial en la cadena de Markov.
p(n) — p(n_l)'p

G(z) = S pian = + 5 pn
0 1

G(z) — p(o) = z(i::pnl.znl).P

G(z) —pO =2G(2).P = pO =G~ 2P
G(z) =p (I — —=P)
A partir de (I — 2P)~! se identifica P"

Ejemplo: o
r=(11)
1—2/2 —z/2
I_ZP:(—3/4z 1—2/4>
dell = 2P) = (1= 1= §) = 7 = (=) + ]
-1 1 1-(23) 1/2z ) _ A B
=) _(1—2)(1+z/4)( 3z/4 1—(§)>_1—z+1+z/4

buscamos las matrices A y B tales que

(oo Yawde (o ya-a= (10 %)

3 2
ay +bp =1 ailr = 3 12 =%
5 5
an _po o 1 b 3, de donde b 9
- —bu=—3 1n=73 12= "3
3 2
as1 + by =0 as = % 22 = 7
an _p 3 b — 5, de donde b 3
= — 021 =7 21 = — % 2 = &
de donde:

I
I
3
VR
ot w
[SHIN TN
N~
+
/T\
] =
~_
3
N
3
N
I [N
[$24[9¢)
|
[SA1] )
~

oot |w
NN

\
B
3
I
/N
rleeu|ee
SIS

Anexo:



Calculo de la Distribucién estacionaria

11
{(7?'171'2):(71'177'2)(3 i)’ﬂ'l—i—ﬂ'g:l
4 4
7T1+ 3:> =1 = 3
m = — Ty — T = —T — Mo = —T0 To = — T = —
1 9 24 1 22 2 22 2 5 y 1 5

2) Representacion espectral (modificacion)
p = DU
D = diag(\ ... \y)
I'= (7--7)

e ()= (2 )

_ 0 j#k
. 17— Y —
donde: T'"TI'=1 <& 77 { 1 =k

se definen las matrices By obtenidas segin

Bk == Yk ( Tk ) Sl R R L L
...... V()T (L)oo v (n)mR(n)
entonces L1
0 J
BiBry=7; T Y 7Tk={ B, j=k
entonces
P=TIDI' = P=MNB+...+\B,
ya que
P(i,j) = Y > T(.k)D(k KK, j)
ko k!
= > T, k)D(k, k)T (k, j)
k
= > @ONmi(d) =Y MeBi(i, )
k k
luego
P =X\pB, +... +)B,
Ejemplo

0,8 0,2
P= ( 0,3 0,7 >
como Pl =1= \; =1 autovalor; traza (P) = Ay + Ay =

~y Y



0,840, 7=X+X = Ay =0,5 autovalor
P’ =B, + B,

0,6 0,4 (0,4 —0,4

Bl_<0,6 0,4) ’ BQ_(—O,6 0,6 )

. (0,6 0,4 [ 04 —04 B
= p—(076 0.4 + (0,5) 0.6 0.6 para k=0,1,...



